Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



J) 



I 



juq(:yr ' .V '■■ c 



u 




OKf 



N 



-ibJk. 



ÉLÉMENTS 



DE 



GÉOMÉTRIE 






DE L'IMPRIMEHIE DE FIRMIN DIDOT. 






» » I 



ÉLÉMENTS 



DE 



GÉOMÉTRIE, 



AVEC DES NOTES; 



Par a. m. LEGENDRE, 

XSHBRE DE l'iNSTITUT ET DE LA LlÊGION D'HONNEtTR , 



» t 



DE LA SOCIETE ROYALE DE LONDRES , CtC. 



ONZIÈME EDITION. 



A PARIS, 

CHEZ FIRMIN DIDOT, IMPRIMEUR^ 

Libraire pour les Mathématiques, la Marine 
FArchitecture , les éditions stéréotypes, etc. 

EUE JACOB, n^Svû. 



1817. 



« - • 






^ -^ •« . ^ j 






.! 



i 



R - 



} 



■ 







■ f 

il 



• • • 



• • • • • 

- _ - • • 
•• « * • • • • 



, < • • • • 

• • • • » • 
•' • • • •• 

• • • • • 



■ » * «• •> 
• » • * • 



w . • 






• • * 



'w w - >■ ■> >- 



AVERTISSEMENT. 



D'après Favis de plusieurs professçura 
distingues, on s'est déterminé à rétablir^ 
(^ans cette onzième édition, la théorie des 
parallèles â-peu-près sur la même base qu'Eu- 
elide. Il en résultera plus de facilité pour les 
etudiaDts , et cette raison a paru prépondé- 
rante, d'autant que les objections auxquelles 
est encore sujette la théorie des parallèles^ 
ne peuvent être entièrement résolues que 
par des considérations analytiques, telles 
([ue celles qui sont exposées dans la note 
deuxième. 

La démonstration de la surface de la zone 
r^phérique a été simplifiée d'après une re- 
^ uarque faite par M. Pilatte , professeur de 
•^lathématiques au Lycée d'Angers. 

Enfin, un beau mémoire sur les po- 

I yèdres, présenté récemment à l'Institut par 
IM. Cauchy, ingénieur des ponts et chaus- 
sées, a fourni le moyen de démontrer, à la 

I I o ci e la note XII®, le théorêiîie que supposent 
les définitions 9 et lo du onzième livre d'Eu- 



clide, ce qui ajoute un nouveau degre de 
perfection à cette partie des éléments. 

Tels sont les pHncîpauiK changements et 
améliorations qu'offre cette édition; on a 
d'ailleurs apporté de nouveaux soins à l'exé- 
cution typographique, et la gravure df^s 
planches a été refaite à neuf. 



Le lecteur qui voudra se boraçi» , au m^nts^ 
dans une première lecture , aux sknples ëlé- 
fuents , peut passer sans iucoptivënieut les noteà, 
appendices , et généralement tout ce qui est 
imprimé en petits caract^:es , comme étanJt 
moins utile ou exigeant une étude plus appro- 
fondie. .11 reviendra ensuite sur ces objets , s'il 
le juge à propos , en choisissant ceux qui lui 
conviendront le mieux , d'après l'avis d'un 
professeur éclairé. 

JY, B, Le8 fionAtres naîjs en marge indiquent. les propo- - 
sitions auxquelles on devra recourir pour Tintelligençe ài 3 
démonstrations. Un seul nombre , comme 4 9. indique 1 a 
proposition iv du livre courant : deux nomlirès ,20. 3 , 
indiquait la xx* proposition du livre ni. Dans la Trigo - 
nométrie on a dis^gmé le» ftrtitSies et les renvois par àus 
chiffres romains. 
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LIVUE PRExMIER. 



LES PRINCIPES. 



DEFINITIONS. 



I. J^A Gëoinétrie est une science qui a pour objet 
la mesure de Tëtendue. 

L'étendue a trois dimensions, longueur, largeur 
«t hauteur. 

II. La ligne est une longueur sans largeur. 

Les extrémités dune ligne sappellent/7&2>2^5;lepôint 
n'a donc pas d'étendue. 

III. La ligne droite est lé plus court chemin d'un 
point à un autre. 

rV. Toute ligne qui n'est ni droite ni Composée dé 
lignes droites est line ligne courbe. 

Ainsi, AB est une ligne droite, ACDB une ligne 'fig. t* 
brisée ou composée de lignes droites, et AEB est une 
ligne courbe. 

V. Surface est ce qui a longueur et largeur, sans 
hauteur ou épaisseur. 

VI. Le plan est une surface^ dans laquelle pre- 
Douz. éd. i 
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nant deux points* à volonté, et joi«^aTit ces deux 
points par une ligne droite, cette ligne est toute en» 
tiere dans la surface. 

VIL Toute surface qui n'est ni plane ni ç6m|>oié« 
de surfaces planes est une surface courbe. 

Vin. Solide ou corps est ce qui réunit les trois di- 
mensions de rétendue. 

f}g. a. IX. Lorsque deux lignes droites AB, AG, se ren- 
conti^ent^ la quantité plus ou moins grande dont elles 
sont écartées lune de Tautre, quant à leur position, 
s'appelle angle; le point de rencontre ou àimtersec* 
tien A est le sommet de Tangle; les lignes AB, AG^ 
en sont les côtés. 

L'angle se désigne quelquefois par la lettre du 
sommet A seulement, d'autres fois par trois lettres 
6AG ou G AB , ayant soin de mettre la lettre du s(»mmet 
au milieu. 

Les angles sont, comme toutes les quantités, sus- 
ceptibles d'addition, de soustraction, de multiplica- 
fig. ao. tion y et de division : ains^ l'angle DGË est la somme 
des deux angles DCB, BCE, et l'angle DCB est la dif- 
férence des deux angles DCE, BGE. 

fij. 3. X. Lorsque la ligne droite AB rencontre une aau'o 
dtoite GD, de telle sorte que les angles adjacents 1 .\r. 
BAD soient égaux entre. eux, chacun de ces ai.^':es 

s'appelle un angle droit; et la ligne AB edt dite p 

pendiculaire sur GD. 

dg. 4. XI. Tout angle BAG plus petit qu'un #ngle ivrAK- 
est un angle aigu; tout angle plus grand DEF es> an 
angle obtus. ' 

% 5. XII. Deux lignes sont dites parallèles , lorAinie, 
étant situées dansî le même plan, elles ne peuvei i. s& 
rencontrer à quelque distance qu'on les proIonç<ii Tun^. 
et l'autre. 
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Xni. Piffure plane est un plan tenniné de toutes 
parts par des lignes. 

Si les lignes sont droites , Tespace qu elles renfer- 
ment s'appelle ^g'«r^ rectiligne o\x polygone y et les fig. 6. 
lignes elles-mêmes prises ensemble forment le contour 
on périmètre du polygone. 

XIV. Le polygone de trois côtés est le plus simple 
de tous, il s'appelle triangle; celui de quatre côtés 
s'appelle quadrilatère; celui de cinci^ pentagone; celui 
de six y hexagone^ etc. 

XV. On appelle triangle équilatéral celui qui a ses ^g. 7. 
trois côtés égaux ; triangle isosceley celui dont deux % s. 
côtés seulement sont égaux ; triangle sccUene , celui % 9. 
qui a ses trois côtés inégaux. 

XVI. Le triangle rectangle est celui qui a un angle 
droit. Le côté opposé à Fangle droit s'appelle hj-poté^ 

mise : ainsi ÂBG est un triangle rectangle en A^ le côté fig. xo. 
BC est son hypoténuse. 

XVII. Parmi les quadrilatères on distingue : 

Le quarré^ qui a ses côtés égaux et ses angles droits. % n. 
(Voyez la prop.-xxTiii, liv. i). 

Le rectangle y qui a les angles droits sans avoir les %. xa. 
côtés égaux. (Voyez la même prop.) 

\je parallélogramme ou rhombe^ qui a les côtés op« fig. x3. 
posés parallèles. 

Le losange y doiit les côtés sont égaux sans que les £g. 14. 
angles soient droits. 

Enfin le trapèze^ dont deux côtés seulement sont fig. x5. 
parallèles. 

XVni. On appelle diagonale la ligne qui joint les 
sommets de deux angles non adjacents : telle est AC. fig. /,2. 

XIX. Polygone équilatéral est celui dont tous les 
côtés sont égaux; polygone équiangle , celui dont tous 
les angles sont égaux. 

XX» Deux polygones sont équilatéraua: entre eux 

I. 
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lorsqu'ils &m les câtés; ^aux diacun à ehaouiir, et 
placés dans le même ordre, cest-à-dûre, lorsc{uei 
^vant knirs contours^ dans un même sens, le premier 
côté de lun est égal au premier de Tautre, le second 
de Tun au second de l'autre, le troisième au troisîeine, 
et ainsi de suite. On entend de même ce que sîgmfient 
deui^ polygones équiangles entre eux. 

Dans Tun ou l'autre cas, les côtés égaux ou les 
angles égaux s'appellent côtés ou angles homologues, 

N, B, Dans les quatre premiers livres il ne sera question qae de 
figures planes on tracées sur nne lurface plane* { 

ExpUcation des termes et des signes. 

Axiome eit fme proposition évidente > par elle» 
même. 

Théorème est tme vérité qi^ tievient éviéen'^^ au 
moyen d'un raisonnement appelé démonstration i 

Problème est uiie question proposée qui exige ujk* 
solution. 

Lemm^ est une vérité employée 'sùbsidiairenîciil 
pour la démonstration d'un théorème ou la soluiioA 
d'Un problême. 

Le nom commun de prc^osîtion s'attribue, iifdiffé* 
remment aux théorèmes, problèmes^ et lemmes. 

Corollaire est la cortséquence qui découle d^^ne ou / 
de plusieurs propositions. 

Scholie est une remarque sur une ou plusieun pro- 
.{>ositions préciédentes, tendant à faille apercevoir leur ' 
liaison, leur utilité, leur reiMxiction^ ou leur eiXten<* 
sion. 

Hypothèse est une supposition faite , 'soit dans 
l'énoncé d'une proposition , soit xlans le courant 
d'une démonstration. 



Le signe = est le signe de Tégalité; ainsi l'expres- 
sion A ==B signifie que A égale B. 

PQiir exprima que A est plus petit que B, on écrit 
A<B. 

Pour exprimer que A est plus grand que B , on écrit 
A>B. 

Le signe -f- se prononce /7/m5 ; il indique l'addition. 

Le signe — se prononce moins; il indique la sous- 
traction : ainsi A + B représente la somme des quan- 
tités A et B; A — B représente leur différence ou ce 
qui reste en ôtant B de A ; de même A — B 4- C, ou 
A4-C — B, signifie que A et C doivent être ajoutés 
ensemble y et que B doit être retranché du tout. 

Le signe X indique la multiplication ; ainsi A X B 
reparésente le produit de A multiplié par B. A.u lieu du 
signe X on emploie quelquefois un point; ainsi A.B 
est la laèofte chose que A X B. 0«i indique ai«ssi le 
mènie produit sen» aucun signe intermédiaire par AB; 
mais il ne faut employer cette expression que lors-* 
quon n'a pas en même temps à employer celle de la 
ligne AB distance des points A et B. 

L'expression A X (B + C — D) représente le produit 
de A par la quantité B 4- C — D. SU fallait multiplier 
A-l- B par A — B -f- C , on indiquerait le produit ainsi 
(A-f- B) X ( A — B -^r C) j tout ce qui est renfermé 
entre parenthèses est considéré comme une ^eule 
quantité. 

Un nombre mis au devant d'une ligne ou d'une . 
^pantité , sert de multiplicateur à cette ligne ou à cette 
quantité î ainsi, pour exprimer que la ligne AB est 
prise trois fois, on écrit 3 AB ; pour désigner la moitié 
de l'angle A , on écrit 7 A. 

Le ^piairé (}e lu ligae AB se désigne par AB; son 
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cube par AB. On expliquera en son lieu ce que éî^ 
gnifient précisément le quarré et le cube d'une ligne. 
Le signe \/ indique une racine à extraire ; ainsi 

X/ a est la racine quarrée de a ; 1/ A X B est la racine 

du produit A x B , ou la moyenne proportionnelle 
entre A et 6. . 

▲ XI^XES. 

1. Deux quantités égales à une troisième sont égales 
entre elles, 

2. Le tout est plus grand que sa partie. 

3. Le tout est. égal à la somme des parties dans 
lesquelles il a été divisé. , 

4. D'un point à un autre on ne peut mener qu'une 
seule ligne droite. 

5. Deux grandeurs, ligne, surface ou solide, sont 
égales , lorsqu étant placées l'une sur Vautre elles coïn- 
cident dans toute leur étendue. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THBOftâME. 

* 

Les angles droits sont tous égaux entre eux. 

% 16. Soit la ligne droite CD perpendiculaire à AB, et 
GH |i ËF; je dis que les angles ACD, EGH seront 
égaux entre eux. 

Prenez Içs quatre distances égales C A , C B , G E , 
G F, la distance AB sera égale à la distance EF, et 
on pourra placer la ligne PF sur AB,de manière 
que le point E tombe en A, et le point F en B. Ces 
deux lignes ainsi posées coïncideront entièrement 
l'une avec l'autre ; car, sans cela , il y aurait deux 
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lignes droites de A en B , ce qui est impossible * , «x. i. 
donc le point 6, milieu de EF , tombera sur le point 
C, miliei( de AB. Le côté GE étant ainsi appliqué 
sur C A, je dis que le côté G H tombera sur CD ; car 
supposons , s*il est possible, qu'il tombe sur une ligne 
CK différente de CD; puisque, par hypothèse^, *Ae(.io, 
l'angle EGH = HGF , il faudrait qu on eût ACK =; 
KCB. Mais l'angle ACK est plus grand que ACD, 
l'angle KCB est plus petit que BCD; d'ailleurs , par 
hypothèse, ACD = BCD; donc ACK est plus grand 
que KCB ; donc la ligne GH ne peut tomber sur une 
ligne CK différente d<s CD; donc elle tombe sur CD, 
et l'angle EGH sur ACD; donc tous les' angles droite 
sont égaux entre eux. 

PROPOSITION IL 

THEOREME. 

Toute ligne droite CD, qui eh rencontre une - ^ 
autre AB ,/ai£ avec celle-ci deux angles adja- 
cents ACD, BCD, dont la somme est égale à 
deux angles droits. 

Au point C, élevez sur AB la perpendiculaire CE. 
Langle ACD est la somme des angles ACE , ECD ; 
donc ACD -f- BCD sera la somme des trois ACE, 
ECO, BCD. Le premier de ceux-ci est droit, les deux 
autres font ensemble Faille droit BCE; donc la 
somme des deux angles ACO, BCD est égale à deux 
angles droits. 

Corollaire I. Si l'un d«)S angles ACD , BCD est droit , 
Tautre le sera pareillemont. 

CoroUaire IL Si la ligne DE est perpendiculaire ^ ^g 
à AB, réciproquement AB sera perpendiculaire à DE. 

Car , de ce que DE est perpendiculaire à AB , il 
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5>n$uit que Tangle ACO est égal i son adjacent 
DGB, et qu'ils sont tous deux- droits. Mais de C0 
quQ Tangle ACD est un angle droit , il s'ensuit que 
son a^jsK^nt AGE ^t aussi un angle droit ; donc 
Tangle AÇEJsACD , donc AB est perpendiculaine à DE. 
fig.34. ÇoroUairiS III. Tous les angles consécutifs BAC^ 
CAD, DAE, EAF, formée d'un même côté de la 
droite BF y pris ensemble, valent deux angles drcûts ; 
car leur somnae est |égale à celle des deux aiygloi 
adjacent» B AQ , ÇAF. 

PROPOSITION IIJ. 

THEOREME. 

Deux lignes droites qui ont deux points conir 

tnuns coïncident Vune a^c Vautre dans toute 

4 . . . . 

leur étendue y et ne forment qu* une seule et même 
li^e df^ite. - 

fSg. 13. Soient les deux points communs A et B'j d'abord 
tés deux lignes n'en doivent faire qu^urfe entre A' et 
B, car sans cela il y aurait deux lignes droites de A 

* **'4- m B, ce qui «Btlmpiwsible*. Supposons ensuite que 
<;és Ugues étant prolongées, elles comihencent à se 
sépaiter au ^oi»t €, l'une devenant CD, l'autre GE. 
Menons ^ point C - la ligne CF , qui fasse avec GA 
l'angle droit AGF-. Puisque la ligne ACD e^ droite, 

^^^' ^' l'*ngle PGD sera uh angle droit *^; puisque la ligne 
ACE est droite, l'î^ngle FCE sera pareillement un 
angle' droit. Mais la partie FCË ne peut pas être égjile 
. au tout FCD; donc les lignes droites qui ont àùix 
points A et B communs , ne peuvent se separei t.u 
aucun point de ieui* prolongement $ donc elles 
forment qu une seule et jnéme ligne droite. 



v.c 
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PROPOSITION IV. 

THI&ORÂXE. 

Si deux {ingles adjacents ACD , DCB , valent % m. 
ensemble deux angles droits y les deux côtés ex- 
térieurs AC, CB, seront en ligne droite. 

Car si GB n'est pas le prolongement de AG, soit 
CE ce prolongement; alors la ligne ACE étant droite, 
la somme des angles AGD, DGE, sera égale à deux 
droits*. Mais*, par hypothèse, la somme des angles *P'- *• 
ACD, DCB, est aussi égale à deux droits; donc ACD 
+ DGB serait égale à ACD -f- DGE ; retranchant de 
part et d'autre langle ACD , il resterait la partie DCB 
égale au tout DGE, ce qui est impossible; donc GB 
est le prolongement de AG. 

PROPOSITION V. 
THioaâxE. 

Toutes les fbis que deux lignes droites AB, %. a^ 
D£, se coupent^ les angles opposés au sommet 
sont égaux. 

Car puisijue la ligne DE est droite , la somme des 
angles AGD, AGE, ^s4: ég^e à de^x droits; et puis*- 
^e la ligne AB est droite , la somm^ de$.«ngles AGE 
BGE, esX égale aussi à deux droits; donc la sommo 
AGD + AGE ^ égale a la son»me AGE + BGE. Re- 
tranchant de part ^et 4Vu|re 1^ pnérae angle AG£ , il 
lestmra langle AGD égal i {son opposé BGE. 

On démontrerait de même que Tangle ACE est égal 
à son opposé BQJD* ■ ' , 

SehoUe. \é^ qi^atre angles formés autour dan point 
par d^ux d^o^l^ qui se coupent Talent ^nsemblf 
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quatre angles droits; car les angles AGE, BGE pris 
ensemble, valent deux angles droits, et les deux autres 
ÂGD , BGD , ont la même valeur. 
%, 31. En général, si tant de droites qu'on voudra G A 
GB, etc., se rencontrent en un point Ç, la somme 
de tous les angles consécutifs ACB, BGD, DGE, 
EGF, FGA; sera égale à quatre angles droits : car 
si on formait au point G quatre angles droits au 
moyen de deux lignes perpendiculaires entre elleii , le 
r- même espace serait rempli, soit par les quatre angles 

4roits , soit par les angles successifs AGB ^ BQD , etc. 

PROPOSITION VI. 

TBÉOnâlCE. 

Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont un 
angle égal compris entre deux côtés égaux 
chacun à chacun. 

iSg. 23. Soit langle A égal à Tangle D, le côté AB égal à 
DE; le côté AG égal à DF; je dis que les triangles 
ABC , DEF , seront égaux. 

En effet, ces triangles peuvent être posés l'un sUr> 
Tautre de manière qu'ils coïncident parfaitement. Et 
d'abord si on place le côté DE sur son égal AB , le 
point D tombera en A et le point E en B : mais puii>- 
que langle D est égal à Fangle A, dès que le côté 
DE sera placé sur AB, le côté DF prendra la direc- 
tion AG. De plus UF est égal à AG; donc le point F 
tombera en G , et le troisième côté EF couvrira exac- 
tement le troisième côté BG; donc le triangle DEF 

♦*x. 5. est égal au triangle ABG*. 

Corollaire, Dé ce que trois choses sont égales dans 
deux triangles , savoir , l'angle A = D , le côté AB = 
DE, et le côté AC = DFy on peut conclure que les 



trois autres le sont, savoir, Vangle B = E, Tangle 
C = F, et le côté BC=:EF. 

PROPOSITION VIL 

THÉORÈME. 

/ 

Deux triangles sont égaux ^ lorsquils ont un 
côté égal adjacent à deux angles égaux chacun 
à chacun. 

Soit le c6të BC égal au côté £F, langle B égal à fig. »3^ 
Tangle E, et langle G égal à Tangle F; je dis que le 
triangle DEF sera égal au triangle ABC. 

Car, pour opérer la superposition, soit placé EF 
sur son égal BG, le point Ë tombera en B, et le point 
F en G. Puisque Tangle E est égal à langle B, le côté 
£D prendra la direction BA ; ainsi le point D se 
trouvera sur quelque point de la ligne BA. De même, 
puisque l'angle F est égal à langle G , là ligne FD 
prendra U direction GA, et le point D se trouvera 
sur quelque point à\\ côté CA; donc le point D qui 
doit se trouver à-la-fois sur les deux lignes BA, GA, 
tombera sur leur intersection A ; donc les deux trian- 
gles ABG, DEF, coïncident lun avec Tautre, et sont 
parfaitement égaux. 

Corollaire, De ce que trois choses sont égales dans 
deux triangles, savoir^ BG = EF, B = E,C=:F,on 
peut conclure que les trois autres le sont.> savoir, 
AB = DE, AG=DF, A=D. 

PROPOSITION VIII. 



THEOREME. 



Dans tout triangle un côté quelconque est plus 
petit que la somme des deux autres. 

Car la ligne droite BC, par exemple, est le plus fig. ^3. 
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^déf. 3. court chemin de B en G^ , donc BC est plus petit que 
BA-hAC. 

« 

PROPOSITION IX. 

THEOREME. 

-Bg. a4. Si d'un point O pris au - dedans du triangle 
ABC , on fnène aux extrémités d*un côté BC lei 
droites OB, OC, la somme de ces droites sera 
mpindre que celle des deux autres côtés AB , AC, 
Soit prolongé BO jusqu'à la rencontre du côté AC 
en D ; la li^ne droite OC est* plus courte que OD -f- 

^pr. 8. DC* : ajoutant de part et d^autre BO , on auia BO -f- 
OC < BO+OD-f-DC, ou BO+OC < BD-f-DC. 

On a pareillement BD < BA+AD ; ajoutant de 
part et d'autre DC , on aura BD+DC < BA-f- AC. 
Mais on vient de trouver BO -f- OC < BD-f-DC ; donc 
à plus forte raison , BO + OC < B A 4- AC. 

PROPOSITION X. 

THÉORÂME. 

i;. %s. Si les deux côtés AB, AC, du triangle ABC 
sprtt égaux aux deux côtés DE , DF , du triangle 
REF , chacun à chacun ; si en même temps V angle 
BAC , compris par les premiers , est plus grand 
que V angle EDF , compris par les seconds ; je 
dis que le troisième côté BC du premier triangle 
sera plus grand que le troisième EF du second. 
Faites langle CAG=D, prenez AG = DE, et 
joignez CG, le triap^e GAC sera égal ati triangle 
DEF , puisqu'ils ont par construction, un angle égal 

tpr. 6. compris entre côtés égaux* ; on aura donc CG==EF. 
Maintenant il peut y avoir trob cas , selon que le point 
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G tombe hors du triangle ABC , ou sur le côté BG ; 
ou ail-dedans du même triangle. 

Premier cas. La ligne droite GC est plus courte gg. aS. 
que GI + IG , la ligne droite AB est plus courte que 
AlH-IB; donc GC+AB est plus petit que GI+AI + 
IC H- IB, ou, ce qui est la même chose, GC + AB < AG 
+BG. Retranchant d un côté AB et de lautre son égale 
AG-, il restera GC < BC : or GC = EFj donc on aura 
EF< BG. 

Second cas. Si le point G tombe sur le côté BG, il fig 26. 
est évident que GC ou son égale £F sera plus petit 
que BG. 

TTroisieme cas. Enfin si le point G tombe au-dedans fig. sy. 
du triangle ABC, on aura , suivant le théorème pré- 
cédent, AG-i-GG<AB+BG. Retranchant d'une part 
AG , et de l'autre son égale AB , il restera GC < BG , ou 
EF<BG. 

Scholie, Réciproquement si les deux côtés AB,AG, 
du triangle ABC sont égaux aux depx côtés DE, DF, 
du triangle DEF; si, de plus, le troisième côté CB du 
premier triangle est plus grand que le troisième EF ' 
du second, je dis que Fangle BAC du premier triangle 
sera jdus grand que Fangle EDF du second. 

Car si on nie cette proposition , il faudra que l'angle 
BAC soit égal à EDF , ou qu'il soit plus petit que EDF, 
dans le {Nreraief cas , le côte CB serait égal à EF^ ; dans 
le second , CB serait plus petit que EF ^ or Fun et Tautre 
est contraire à la supposition ; donc BAC est plu5 
grand que EDF. 

PROPOSITION XL 
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Veux triangles sont égaux j lorsqu'ils ont les 
tivis câtés égaux chacun à chacun. 
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fig. a3. Soit le côté AB=DE, AC=DF, BCinEF , je di5 
quon aura Tangle A=D, B=E, C=F. 

Car si l'angle A était plus grand que Tangle D', 
comme les côtés AB, AG, sont égaux aux côtés DE^ 
DF^ chacun à chacun , il s'ensuivrait, par le théorème 
précédent, que le côté BG est plus grand que £F; 
et si Fangle A était plus petit que TangleD, il s'en- 
suivrait que le côté BG est plus petit que EF ; or , BG 
est égal à EF; donc l'angle A ne peut être ni plus 
grand ni plus petit que l'angle D; donc il lui est égal. 
On prouvera de même que l'angle B=E, et que 
l'angle G = F. 

Scholie. On peut remarquer que les angles égaux 
sont opposés à des côtés égaux : ainsi les angles égaux 
A et D sont opposés aux côtés égaux BG, EF. 

â 

PROPOSITION XIL 



A 



THBOREXE. 



Dans un triangle isoscele , les angles opposés 
aux côtés égaux sont égaux. 
fig. aS. Soit le côté AB = AG, je dis qu'on aura Fàngle 
G=B. 

Tirez la ligne AD du sommet A au point D, milieu 
de la base BG, les deux triangles ABD, ADG, auront 
les trois côtés égaux chacun à chacun; savoir ÀD 
commun, AB=AG par hypothèse, et BD = DG par 
construction ; donc , en vertu du théorème précédent , 
Fangle B est égal à Fangle G. 

Corollaire. Un triangle équilatéral est en même 
temps équiangle, c'est-à-dire, qu'il a ses angles égaux. 

Scholie. L'égalité des triangles ABD , AGD , prouva 
en même temps que l'angle BAD = DAG, et que 
l'angle BDA=ADGî donc ces deux derniers sont 
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droits ; dono la ligne menée du sommet d^un triangle 
isoscele au milieu de sa base , est perpendiculaire à 
cette base^ et divise C angle du sommet en deux parties 
égales. 

Dans un triangle non isoscele on prend indifférem- 
ment pour base un côté quelconque , et alors son 
sommet est celui de l'angle opposé. Dans le triangle 
isoscele on prend particulièrement pour base le côté 
qui n'est point égal à l'un des deux autres. 

PROPOSITION XIII. 

THIÊORBME. 

Réciproquement^ si deux angles sont égaux 
dans un triangle , les côtés opposés seront égaux , 
et le triangle sera isoscele. 

Soit Tangle ABC=ACB, je dis que le côté AC sera gg, ^^^ 
égal au côté AB. 

Car si ces côtés ne sont pas égaux, soit AB le plus 
grand des deux. Prenez BD=i:AG, et joignez DC. 
L'angle DBG est, par hypothèse, égal à ACB; les 
deux côtés DB, BC sont égaux aux deux AG , GB ; 
donc le triangle DBG * serait égal au triangle AGB. *pr.6. 
Mais la partie ne peut pas être égale au tout; donc il 
n^ ft point d'inégalité entre les côtés AB , AG ; done 
le triangle ABG est isoscele. 

PROPOSITION XIV. 

THiORBXE. 

De deux côtés d^un triangle^ celui-là est le 
plus grand qui est opposé à un plus grand 
angle , et réciproquement, de deux angles d'un 
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triangle ) celui'- là est le plus grand qui est op- 
posé à un plus grand côté. 
iig. 36. ^^ ^^^ Tangle C > B , je dis que le côté ÂB oppoit 
à langle C est plus grand que le côté ÂC opposé à 
langle B. 

Soit fait langle BCD = B ; dans le triangle BDC 
"'p'ir, 13." on aura ^ BD=D(1 Mais la ligne droite ÂG est plus 
courte que AD + DC, et AD 4- DC=: AD + DB= 
AB; donc AB est plus grand que AG. 

2^ Soit le côté AB > AG , je dis que l'angle G opposé 
au côté AB sera plus grand que langle B opposé au 
côté AC. 

Gar si oh avait G<B, il s'ensuivrait, par ce qtii 

vient detre démontré, AB< AG, ce qui est contre la 

♦pr.,3. supposition. Si on avait G=:B, il s'ensuivrait * AB=: 

AG, ce qui est encore contre la supposition ; donc il 

faut que langle O soit plus grand que B. 

PROPOSITION XV. 

» 

THÉOEéME. 

fig. 3x. D'un point A donné hors dlune droite DE, on 
ne peut mener qu'une seule perpendiculaire à 
cette droite. 

Car supposons qu'on puisse eh mener deux AB et 
AC; prolongeons lune d'elles AB d'une quantité BF 
=:AB, et joignons FC 

Le triangle GBF est égal au triangle ABC : car 
l'angle GBF est droit ainsi que GBA , le côté GB est 
commun , et le côté BF = AB ; donc ces triangles 
♦pr. 6; sont égaux *, et il s'ensuit que l'angle BGF = BCA. 
L'angle BCA est droit par hypothèse; donc l'angle 
BGF lest aussi. Mais si les angles adjacents BGA^ BGF, 
valent ensemble deux angles droits, il faut que la Uff ne 
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ÂCF* soit droite * ; d où il résulte qu'entré les deux *j>r. 4. 
Blêmes points A et F, on pourrait mener deux lignes 
droites ABF, ACF; ce qui est impossible *; donc il *ax.4. 
est pareillement impossible, que deux perpendiculaires 
soient menées d'un même point sur la même ligne 
droite. 

Scholie, Par un même point G donné sur la ligne fig. 17. 
AB , il est également impossible de mener deux per- 
pendiculaires à. cette ligne : car si CD et CE étaient ces 
deux perpendiculaires, Tangle DCB serait droit ainsi 
^ue BGE, et la partie serait égale au tout. , 

PROPOSITION XVI.. 

THÉORÈME. 

&' d^un point A situé hors d'une droite DE on H* ^^' 
mené la perpendiculaire AB sur cette droite, et 
différentes obliques AE , AC, AD , etc. j à diffé- 
rents points de cette même droite : 

1^ La perpendiculaire AB sera plus courte 
que toute obliqué. 

2® Les deux obliques, AC, ÀE, menées de 
part et d'autre de la perpendiculaire à des dis-- 
tances égales BC, BE , seront égalés. 

3<> De deux obliques AG et AD , ou AE et AD ^ 
menées comme on voudra , celle qui s'écarte le 
plus de la perperidiculaire sera la plus longue. 

Proloiige2 là perpendiculaire AB d'une quantité 
BF== AB , et joignez FC , FD. 

1° Le triangle BCF est égal au triangle BCA, car 
l'angle droit GBF=CBA, le côté GB est commun ^ et 

Douz. éd. Si 
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*pr. 6. le côté BF z= BA ; donc * le trobieme côté CF est égû 
au troisième AG. Or, ABF ligne droite est plus cotirte 
que ACF ligne brisée; donc AB moitié de 'ABF est 
plus courte que AC moitié de ACF; donc i^, la per^ 
pendiculaire est plus courte que toute oblique. 

2^ Si on suppose BE=:BG, comme on a en outre AB 
commun et l'angle ABE= ABC , il s'ensuit que le tri- 
angle ABE est égal au triangle ABC; donc les côtés 
AE, AC sont égaux; donc a<*, deux obliques quis^écar- 
tent également de la perpendiculaire sont égales. 

3^ Dans le triangle. DFA la somme des lignes AG, 
•pr.9. CF , est plus petite* que la somme des côtés AD, DF;, 
donc AC, moitié de la ligne ACF, est plus courte 
que AD moitié de ADF; donc 3*^, les obliques qui 
s'écartent le plus de la perpendiculaire sont les plus 
longues. 

Corollaire I. La perpendiculaire mesure la vraie 
distance dun point à une ligne, puisqu'elle est plus 
courte que toute oblique. . 

II. D un même point on ne peut mener à une même 
ligne trois droites égales : car si cela était, il y aurait 
d'un même côté de la perpendiculaire deux obliques 
égales, ce qui est impossible. 

PROPOSITION XVIL 

THEOREME. 

(ig. 32. Si par le point C, milieu de la droite AB, oh 
élevé la perpendiculaire EF sur cette droite; 
i" chaque point de la perpendiculaire sera égà" 
lement distant des deux extrémités de la ligne 
ABj 7^^ tout point situé hors de la perpendicu- 
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bire ierà inégalement distant des mêmes extré- 
mités A. et B. 

Car, I® puisqu'on suppose AC=CB, les deux obli* 
qùes AD, DE, s'écartent égalefnent de la perpendi- 
culaire ; donc elles sont égales. Il en est de même des 
deux obliques AE, EB, des deux AF, FB , etc. ; dotic 
i^y tout point de la perpendiculaire est également dis- 
tant des extrémités A et B. 

n^ Soit I un point hors de la perpeiidiculaire \ si 
en joint lA, IB^ Tune de ces lignes coupera la per- 
pendiculaire en D, d^où tirant DB, on aura DB=DA. 
Mais la ligne droite IB est plus petite que la ligne 
brisée ID+DB, et IDh-DB=IDh-DA=IA; donc 
IB<IA; donc 2<*, tout point hors de la perpendicu- 
laire est inégalement distant des extrémités A et B. 

PROPOSITION XVIII. 

THEOREME. 

Deux triangles rectangles sont égaux lors- 
qu'ils ont Vhypoténuse égale et un côté égal. 

Soit l'hypoténuse AC=DF , et le côté AB==DE , je «g. 33. 
dis que le triangle rectangle ABC sera égal au triangle 
rectangle DEF. 

L'égalité serait manifeste si le troisième côté BC 
était égal au troisième EF : supposons , s il est pos- 
sible , que ces côtés ne soient pas égaux , et que BC 
soit le plus grand. Prenez BG=EF , et joignez AG. 
Le triangle AB6 est égal au triangle DEF ; car l'angle 
droit B est égal à l'angle droit E , le côté AB=D£ , et 
le'côtë BG=EF; donc ces deux triangles sont égaux ^, * p^.G* 
^ on a par conséquent AG=DF; mais, par bypo- 

2. 



X 
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thèse, DF=:AC; donc AG=AC. Mais loblique'AG 
♦pf ï6. ne peut être égale à AG*, puisqu'elle est plus éloignée 
de la perpendiculaire AB ; donc il est impossible que 
BC diffère de EF; donc le triangle ABC est ^al au 
triangle DEF. 

PROPOSITION XIX. 



A 



THEOREME. 



*déf.ia. 



fig. 35. Si deux lignes droites AC , BD , sont perpen- 
diculaires à une troisième AB, ces deux lignes 
seront parallèles y c'est-à-dire ^ qu'elles ne pour- 
ront se rencontrer à quelque distance qu'on les 
prolonge*. 

Car si elles pouvaient se rencontrer en un point 0, 
d^un côté ou de lautre de la ligne AB , il existerait deux 
perpendiculaires OA, OB , abaissées dun même point 
♦pr. i5. gyp ^jjg même droite AB , ce qui est impossible *« 

PROPOSITION XX. 

LEMME. 

âj. 35. La droite BD étant perpendiculaire à AB , si 
une autre droite AE fait avec AB l'angle aiffi 
BAE , je dis que les droites BD , AE, prolongées 
suffisamment^ se rencontreront. 

Dun point quelconque F pris dans la direction 
AE, soit abaissée sur AB la perpendiculaire FG; le, 
point G ne tombera pas eîi A, puisque l'angle FAB 
est moindre qu'un droit ; il peut encore moins tomber 
en H sur le prolongement de BA , puisqu alors il y ■ 
aurait deux perpendiculaires KA, KH, abaissées d'un i 
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même point K sur une même droite AH. Donc il faut 
que le point G tombe, comme la figure le représente, 
dans la direction AB. 

Soit pris maintenant sur la ligne AÉ un autre point 
L à- une distance AL plus grande que AF et soit 
abaissée sur AB la perpendiculaire LM , on prouvera , 
comme dans le cas précédent, que le point M ne peut 
tomber ni en G, ni sur la direction GA; il tombe 
donc sur la direction GB , de sorte que la distance AM 
sera nécessairement plus grande que AG. 

J'observe de plus que si la figure est construite avec 
soin et qu'on prenne AL double de AF, on trouvera 
que AM est exactement double de AG ; de même si 
on jirend AL triple de AF , on trouvera que AM est 
triple de AG, et en général il y aura toujours le même 
rapport entre AM et AG, qu'entre AL et AF. Cette 
proportion étant posée , il s'ensuit non seulement que 
la droite AE suffisamment prolongée doit rencontrer 
BD , mais qu'on peut même assigner sur AE la dis- 
tance du point de concours de ces deux droites. Cette 
distance devra être le quatrième terme de la pro- 
portion AG : AB : : AF : x. 

Scholie, L'explication précédente, fondée sur un 
rapport qui n'est pas déduit du seul raisonnement, 
et pour lequel on a recours à des mesures prises 
sur une figure construite exactement y n'a pas le 
même degré de rigueur que les autres démonstra- 
tions de la géométrie élémentaire. Nous ne la donnons 
ici que comme un moyen simple de s'assurer de la 
vérité de la proposition, et jious renvoyons , pour la 
démonstration rigoureuse, à la deuxième des notes 
jointes aux éléments. 
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PROPOSITION XXI. 

THEOREME. 

fig.36. Si deux droites AC, IXO ^font avec une troU 
sieme AB, deux angles intérieurs C\h ^ ABD, 
dont la somme soit égale à deux droits , les deux 
lignes AC , BD , seront parallèles. 

Du point G milieu de AB,, menez la droite EGF 
perpendiculaire à AC, je dis que cette même droite 
sera perpendiculaire à BD; en effet, la somme GAE-f- 
GBD est égale par hypothèse à deux angles droits, 
la somme GBF + GBD est pareillement égale à deux 

*PT- a- angles droits*; donc en retranchant de part et d'autre 
r^ngle GBD, il restera l'angle GAE=GBF. D'ailleurs 
les angles AGE , BGF , sont égaux comme opposa au 
commet; donc les triangles AGE, BGF, ont un côté 
égal adjacent à deux angles égaux. Donc ils sont 

*PT- 1* égau)ç *, dope Fangle BFG= AEG ; mais Tangle AEG 
est droit par construction, donc les droites AC, BD, 
sont perpendiculaires à une même ^^oite EF; donc 

♦pr.19. giigg gQjj|. parallèles *. 

PROPOSITION XXIL 



A 



THEOREME. 



fig. 3$. Si deux lignes droites A I , BD ^ font avec une 
troisième AB , deux angles intérieurs B AI , ABD, 
dont la somme soit moindre que deux angles 
droits ^ les lignes AI , BD , prolongées y se ren- 
contreront. 

Menez AC de manière que l'angle CAB soit égal à 
ABF , c'est-à-dire , de manière que les deux angles 
CAB , ABD , pris ensemble fassent deux angles droits , 
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et achevez le reste de la construction comme dans le 
théorème précédent. Puisque langle A£K est droit, 
AE est une perpendiculaire plus coiute que loblique 
AK; donc dans le triangle AEK*, langle AKE op- *P'i4. 
posé au côté AE est plus petit que langle droit AEK 
opposé au côté AK. Donc langle IKF égal à AEK, 
est plus petit qu'un droit ; donc les lignes Kl , FD 
prolongées doivent se rencontrer*. ♦pr.ao. 

Scholie, Si les lignes AM et BD faisaient avec AB 
deux angles BAM , ABD , dont la somme fût plus 
grande que deux angles droits, alors les deux ligne» 
AM, BD , ne se rencontreraient pas au-dessus de AB^ 
mais elles se rencontreraient au-dessous. Car les deux 
angles BAM , BAN , valent deux droits y ainsi que les 
deux angles ABD , ABF ; donc ces quatre angles pris 
ensemble valent quatre angles droits. Mais la somme 
des deux angles BAM , ABD , vaut plus que deux 
droits, donc la somme des deux restants BAN, ABF, 
vaut moins; donc les deux droites AN, BF, prolongées 
doivent se rencontrer. 

Corollaire. Par un point donné A on ne peut mener 
qu'une seule parallèle à une ligne donnée BD. Car il 
ny a quune ligne AC qui fasse la somme des deux 
angles BAC -h ABD égale à detuT angles droits; celle-là 
est la parallèle demandée : toute autre 'ligne AI ou 
AM ferait la somme des angles intérieurs plus petite 
ou plus grande que deux angles droits; donc elle 
rencontrerait la ligne BD. 

* 

PROPOSITION XXIIL 

THEORâME. 

Si deux lignes parallèles AB , CD , sont ren- ^ • 
montrées par une sécante EF , la somme des 
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angles intérieurs AGO , GOC , sera égale à deux 
angles droits. 

Car si elle était plus grapde ou plus petite les deux 
droites AB, CD , se rencontreraient d'un côté ou de 
^pr.as. l'autre* et ne seraient pas parallèles. 

Corollaire I. Si lai^gle GOC est droit, l'angle AGO 
sera aussi un angle droit ; donc toute ligne perpenr 
diculaire à lune des parallèles ^st peipendiculaire à 
l'autre. 

« 

Corollaire II. Puisque la somme AGO -4- GOC est 
égale à deux angles droits, et que la somme GOD-h 
GOC est aussi égale à deux angles droits ; si on re- 
tranche de part et d'autre GOC , on aura l'angle AGO 
*pr-5. =GOD. D'aiUeurs AGO=BGE, et GOD=COF*; 
donc les quatre angles aigus AGO, BGE, GOD, C07, 
^sont égaux entre eux; il en est de même des quatre 
angles obtus AGE, EGO, GOC, DOF. On peut ob- 
server de plus qu'en ajoutant l'un des quatre angles 
aigus à l'un des quatre obtus , la somme sera toujours 
égale à deux angles dreits. 

Scholie. Les angles dont on vient de parler , com- 
parés deux à deux, prennent différents noms. Nous 
avons déjà appelé les angles AGO, GOC, intérieurs 
d^un même côté; les angles BGO , GOD , ont le même 
nom ; les angles AGO , GOD , s'appellent alternes» 
internes y ou simplement alternes^ il en est dé même 
fies angles BGO , GOC. Enfin on appelle internes- 
externes les angles EGB , GOD , ou EGA , GOC , et 
alternes-externes les angles EGB, COF, ou AGE, DOF. 
pela posé on peut regarder les propositions suivantes 
comme étant déjà démontrées. 

1° Les angles intérieurs d'un même côté, pris en- 
iSemblC) valent deux angles droits. 
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^ ^à" Les angles alternes-internes sont égaux, ainsi que 
les angles internes-externes , et les angles alternes- 
externes. 

Réciproquement si dans ce second cas deux angles 

de même nom sont égaux , on peut conclure que les 

lignes auxquelles ils se rapportent sont parallèles. 

Soit, par exemple , l'angle AGO = GOD ; puisque GOG 

GOD , est égal à deux droits , on aura aussi AGO 

GOG égal à deux droits, donc* les lignes AG, CO, *prai' 

. sont pai:^lleles. 

PROPOSITION XXîV, 

THEOREME. 

Deux lignes AB , CD , parallèles à une troi- ^s- ^8 
sieme EF , sont parallèles entre elles. 

Menez la, sécante PQR perpendiculaire à EF. 
Puisque AB est parallèle à EF , la sécante PB sera ^ ^^ ^ 
perpendiculaire à AB * ; de même puisque CD est pa- pr. pa- 
rallèle à EF, la sécante PB sera perpendiculaire à 
CD. Donc AB et CD sont perpendiculaires à la même 
dioite PQ; donc elles sont parallèles*. ♦pr.19. 

PBOPOSITION XXV. 

THEOHEME. 

Deux parallèles sont par-tout également dis- 
tantes. 

Etant données les deux parallèles AB , CD , si par fig. 39. 
deux points pris à volonté, on élevé sur AB les deux 
perpendiculaires ÈG , FH , les droites EG, FH , seront 
en même temps perpendiculaires à CD * ; je dis de plus ♦pr. a3. 
que ces droites seront égales entre elles. 
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Car en tirant GF, les angles GFE, FGH , considërçg 
par rapport aux parallèles ÂB , CD, seront égaux 
^3* comme alternes - internes * ; de même puisque les 
droites EG , FH , sont perpendiculaires à une même 
droite AB, et par conséquent parallèles entre elles, 
les angles EGF, GFH, considérés par rapport aux 
parallèles GE , FH , seront égaux comme alternes- 
internes. Donc les deux triangles EFG , FGH , ont un 
côté commun FG adjacent à deux angles égaux, 
chacun à chacun ; donc ces deux triangles sont 
fft-fj. égaux*; donc le côté EG qui mesure la distance des 
parallèles AJB , CD , au point E , est égal au côté FH, 
qui mesure la distance de ces mêmes parallèles au 
point F. 

PROPOSITION XXVI. 



A 



THEOREME. 



H' 40. Si deux angles BAC, DEF, ont les côtés pa- 
ralleles , chacun à chacun , et dirigés dans le 
même sens^ ces deux angles seront égaux. 

Prolongez , s'il est nécessaire , DE jusqu'à la ren- 

' contre de AC en G ; l'angle DEF est égal a DGC , 

ifpr.aS. parce que EF est parallèle à GC* ; l'angle DGC est 

égal à BAC , parce que DG est parallèle à AB ; donc 

Tangle DEF est égal à BAC. 

Scholie, On met dans cette proposition la restriction 
que le côté EF soit dirigé dans le même sens que AC 
et ED dans le même sens que AB; la raison en est que 
si on prolonge FE vers H, l'angle DEH aurait ses 
côtés parallèles à ceux de l'angle BAC, mais ne 
lui serait pas égal. Dans ce cas ^ Tanglç DEH -^ 
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Tmgle BAC feraient ensemble deux angles droits, 

PROPOSITION xxyii. 

THÉORÈME. 

Dans tout triangle ^ la somme des trois angles 
est égale à deux angles droits. 

Soit ABC un triangle quelconque; prolongez le fig.41. 
côté CA vers D, et menez au point A la droite AE 
parallèle à BC. 

A cause des parallèles AE , CB , les angles ACB, 
DAE , considérés par rapport à la sécante CAD , 
seront égaux comme internes-externes ; de même les 
angles ABC , BAE , considérés par rapport à la sé- 
cante AB, seront égaux comme alternes -internes; 
donc les trois angles du triangle ABC font la même 
somme que lés trois angles C AB , BAE , EAD \ donc 
cette somme est égale à deux angles droits^. *cor.3. 

Corollaire I. Deux angles d^un triangle étant donnés 
ou seulement leur somme, on connaîtra le troisième 
en retraCnchant la somme de ces angles de deux angles 
droits. 

II. Si deux angles d'un triangle sont égaux à deux 
angles d'un autre triangle^ chacun à chacun , le troi- 
sième de l'un sera égal au troisième de l'autre , et 
les deux triangles seront équiangles pntre eux. 

III. Dans un triangle il ne peut y avoir qu'un seul 
angle droit ; car s'il y en avait deux , le troisième 
devrait être nul; à plus forte raison un triangle ne 
peut-il avoir qu'un seul angle obtus. 



pr. s. 



^9 GEOMETRIE. 

rV. Dans tout triangle rectangle la somme des deux 
angles aigus est égale à un angle droit. 

*pr. 12. V. Tout triangle équilatéral , devant être ëquiangle*, 
chacun de ses angles sera égal au tiers de deux angles 
droits ; de sorte que si l'angle droit est exprimé par 
Tunité, l'angle du triangle équilatéral sera exprimé 
par f . 

Hg 4,. VI. Dans tout triangle ABC langle extérieur BAD 
çst égal à la somme des deux intérieurs opposés B 
et C; car AE étent parallèle à BG, la partie BAE est 
égale à l'angle B, et l'autre partie DAE est égale à 
l'anglç G. 

PROPOSITION XXVIII. 



THEOREME. 

La somme de tous les angles intérieurs (Vun 
polygone est égale à autant de fois deux angle$ 
droits quiljr a d'unités dans le nombre de côtés 
moins deux, 

«g. 4»' Soit ABGDE etc. le polygone proposé; si du sommet 
d'un même angle A , on mené à tous les sommets des 
angles opposés , les diagonales AC , AD , AE , etc. , 
il est aisé de voir que le polygone sera partagé en 
cinq triangles , s'il a sept côtés , en six triangles , s'il 
a huit côtés, et en général, en autant de triangles que 
le polygone a de côtés moins deux ; car ces triangles 
peuvent être considérés comme ayant pour sommet 
commun le point A, et pour bases les différents côtés du 
polygone, excepté les deux qui forment l'angle A. On 
voit en même temps que la somme des angles de tous 
ces triangles ne diffère point de la somme des angles 
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du polygone; donc cette dernière somme est égale 
à autant de fois deux angles droits qu'il y a de triangles^ 
c'est-à-dire, quil y a. d'uni tés dans le nombre des côtévS 
du polygone moins deux. 

Corollaire î. La somme des angles d'un quadrilatère 
est égale à deux angles droits multipliés par 4 — 2 , ce 
qui fait quatre angles droits \ donc si tous les angles 
d'un quadrilatère sont égaux, chacun d'eux sera un 
-angle droit , ce qui justifie la définition xyii où l'on 
a supposé que les quatre angles d'un quadrilatère 
sont droits, dans le cas du rectangle et du quarré. 

II. La somme des angles d un pentagone est égale 
à deux angles droits, multipliés par 5 — 2, ce qui 
fait 6 angles droits ; donc lorsqu'un pentagone est 
équiangle, chaque angle est égal au cinquième de 
six angles droits, ou à | dun angle droit. 

IIL La somme des angles dun hexagone est de 
2X(6 — 2) ou 8 angles droits; donc dans Thexagone 
équiangle, chaque angle est le sixième de huit angles 
droits, ou les | dun angle droit; ainsi de suite. 

Scholie. Si on voulait appliquer cette proposition fig. 43^. 
aux polygones qui ont des angles rentrants^ il faudrait 
considérer chaque angle rentrant comme étant plus 
grand que deux angles droits. Mais, pour éviter tout 
embarras , nous ne considérerons désormais que les 
polygones à angles saillants , qu'on peut appeler ^cor 
trement polj-gones convexes. Tout polygone convexe 
est tel qu'une ligne droite , menée comme on voudra^ 
ne peut rencontrer le contour de ce polygone en plus 
de deux points. 
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PROPOSITION XXii. 

THÉORÈME. 

Les côtés opposés d'un parallélogramme sont 
égaux ainsi que les angles opposés. 

fe&-44. Tirez la diagonale Bt), les deux triangles ADB, 
DEC ) ont le côté commun BD ; de plus , à cause des 

^pr.23. parallèles AD, BC, langle ADB=DBC*, et à cause 
des parallèles AB > CD , l'angle ABD=BDC; donc 

^pr. 7- les deux triangles ADB, DBG, sont égaux*; donc le 
côté AB opposé à langle ADB est égal au côté DC 
opposé à l'angle égal DBG, et pareillement le troi- 
sième côté AD est égal au troisième BG ; donc les 
côtés opposés d'un parallélogramme sont égaux. 

En second lieu , de l'égalité des mêmes triangles il 
s'ensuit que Tatigle A est égal à l'angle G, et aussi que 
Tanglé ADG, composé des deux angles ADB, BDC, 
esk égal à l'angle ABG, composé des deux angles 
DBG, ABD; donc les angles opposés d'un parallèle- 
gramn^e sont égaux. 

Corollaire, Donc deux parallèles AB, CD, com- 
prises entre deux autres parallèles AD, BG, sont 
égales. 

PROPOSITION XXX. 

THÉORÈME. 

fîg. u. Si dans un quadrilatère ABCD les côtés op- 
posés sont égaux y en sorte qu'on ait ABznfCD, 
et AD=BC, les côtés égaux seront parallèles , et 
la figure sera un parallélogramme . 



Car, en tirant la diagonale BD, les deux triangles 
AJBD , BDC , auront les trois côtés égaux chacun à 
chacun; donc ils seront égaux; donc l'angle ADB op- 
posé au côté AB , est égal à l'angle DBC opposé au 
côté CD; donc* le côté AD est parallèle à BC. Par *P'»3- 
une semblable raison, AB est parallèle à CD; donc le 
quadrilatère ABCD est un parallélogramme. 

PROPOSITION XXXL 



A 



THEOREME. 



Si deux côtés opposés AB , CD , d'un quadri- % 44. 
latere sont égaux et parallèles y les deux autres 
côtés seront pareillement égaux et parallèles , et 
la figure ABCD sera un parallélogramme. 

Soit tirée la diagonale BD ; puisque AB est pa- 
rallèle à CD , les angles alternes ABD , BDC , sont 
égaux*: d'ailleurs le côté AB=:DC, le côté DB est *pr.a3. 
commun , donc le triangle ABD est égal au triangle 
DBC*; donc le côté AD=BC, langle ADB=DBC, *pr.«. 
et par conséquent AD est parallèle à BC; donc la 
figmre ABCD est un parallélogramme. 

PROPOSITION XXXII. 

THEOREME. 

Les deux diagonales AC, DB, d'unparallé* %45. 
logramme se coupent mutuellement en deux 
parties égales. 

Car, en comparant le triangle ADO au triangle 
COB, on trouve le côté AD=:CB, langle ADO = 
CBO* j et l'angle DAO=:OCB; donc ces deux trian- *pr.a5. 
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♦pr. 7. gies sont égaux*; donc AO, côté opposé à Tan^è 
âDO , est égal à OG, côté opposé à l'angle OBC ; donè ' 
aussi DO = OB. 

Scholie, Dans le cas du losange, les côtés AB^ BG, 
étant égaux, les triang es AOB, OBG, ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun , et sont par conséquent 
égaux; d où il suit que Tangle AOB=;BOG, et qu'ainsi 
les deux diagonales d'un losange se coupent mutuelle^ 
ment à angles droits. ^ 
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LE CERCLE ET LA MESURE DES ANGLES. 

DÉFINITIONS. 

L XJ A. circonférence du cercle est une ligne courbe | 8g. ^. 
dont tous les points sont également distants dun point 
intérieur qu'on appelle centre^ 
Le cercle est Tespace terminé par cette ligne courbe. 

N. B, Quelquefois dans le discburs on confond le cercle avec sa 
Circonférence ; mais il sera toujours facile de rétablir Texactitude 
des expressions , en se souvenant <pie le cercle est une surface qui 
a longueur et largeur , tandis qu« la circonférence n'est qu'une 
ligne. 

II. Toute ligne droite CA, CE, CD, etc., menée 
du centre à la circonférence , s'appelle rayon ou demi" 
^metrê; toute ligne, comme AB, qui passe par le 
centre , et qui est terminée de part et dVutre à la cir- 
conférence, s'appelle diamètre. 

En vertu de la définition du cercle, tous les rayons 
sont égaux^ tous les diamètres sont égaux aussi, et 
doubles du rayon. 

III. On appelle arc une portion de circonférence 
telle que FHG, 

La cdrde ou sous^tendante de Tare est la ligne droite 
FG qui joint ses deux extrémités. 

IV. Segment est la surface ou portion de cercle 
comprise entre lare et la corde. 

N. B, A la même corde FG répondent toujours deux arcs FHG, 
P£G , et par conséquent aussi deux segments ; mais c'esrtbujoura 
le plus petit dont on entend parler , k moiiis qu'on n'exprime 
^ contraire. 

Onz, éd. 5 
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V. Secteur est la partie du cercle comprise entre 
un arc DE et les deux rayons CD, CE, menés aux 
extrémités de cet arc. * 

<ig- 47. ^I* On appelle ligne inscrite dans le cercle^ celle 
dont les extrémités sont à la circonférence, comme 
AB; . 

Angle inscrit , un angle tel que BAC , dont le som- 
met est à la circonférence^ et qui es| formé par deux 
cordes ; 

Triangle inscrit , un triangle tel que BAC , dont les 
trois angles ont leurs sommets à la circonférence; 

Et en général figure inscrite , celle dont tous les 

angles ont leurs sommets à la circonférence : en même 

temps on dit que le cercle est circonscrit à cette figiu'e. 

flg. 48. VIL On appelle sécante une ligne qui rencontre la 

circonférence en deux points : telle est AB. 

VIII. Tangente est une ligne qui n'a qu^un point 
de commun avec la circonférence : telle est CD. 

Le point commun M s^appelle point de contact. 

DL. Pareillement deux circonférences sont tan* 
gentes Tune à Fautre , lorsqu'elles n'ont qu^un point 
de commun. 
fij. 160. X. Un polygone est circonscrit à un cercle y lorsque 
tous ses côtés sont des tangentes à la circonférence; 
dans le même cas on dit que le cercle est inscrit dans 
le polygone. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THÉORÈME. 

% 1S9. Tout diamètre KR divise le cercle et sa circonr 
férence en deux parties égales. 

Car si on applique la figure AEB sur AFB , en 
conseiTant la base commune AB, il faudra que la 
ligne courbe AEB tomb'e exactement sur la ligiie 
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courbe AFB , sans quoi il y aurait dans l'une ou dans 
Vautre des points inégalement éloignés du centre , C9 
c[fii est contre la définition du cercle. 

PROPOSITION II. 

THEOAEMB» 

Toute corde est plus petite que le diamètre. 

Car si aux extrémités de la corde ÂD on mené les fig. 4^^ 
rayons AC , CD , on aura la ligne droite AD < AC + 
CD,ouAD<AB. 

Corollaire. Donc la plus grande ligne droite qu^on 
puisse inscrire dans un cercle est égale à son diamètre. 

PROPOSITION III. 

THEOREME. 

Une ligne droite ^ne peut rencontrer une cir- 
conférence en plus de deux points. 

Car si elle la rencontrait e;i trois , ces trois points 
seraient également distants du centre ; il y aurait donc 
trois droites égales menées d'un même point sur une 
même ligne droite , ce qui est impossible ^ ' *?'• ^^* 

PROPOSITION IV. 

THEOREME. 

Dans un même cercle ou dans des cercles 
égaux ^ les arcs égaux sonVsous-tendus par des 
cordes égales , et réciproquement les cordes 
égales sous'tendent des arcs égaux, 

' Le rayon AC étant égal au rayon £0 , et lare AMD fig. 504 
gai à Tare ENG ^ je dis que la corde AD sera égale à 
I corde EG. 

3. 
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Car le diamètre AB étant égal au diamètre EK , U 
demi- cercle AMDB pourra sappli(|ucr exactement sur 
' le demi-cercle ENGF , et la ligne courbe AMDB coïih 

cidera entièrement avec la ligne courbe ENGF. Mais 
X)n suppose la portion AMD égale à la portion ENG ; 
donc le point D tombera sur le point G \ donc la corde 
AD est égale à la corde EG. 

Réciproquement, en supposant toujours Iç rayon 
AG=EO , si la corde AD=EG , je dis que Tare AMD . 
sera é^al à l'arc ENG. 

Car en tirant les rayons CD, OG, les deux trian- 
gles ACD^ EOG , auront les trois côtés égaux chacun 
à chacun, savoir, AC=EO , CDznOG, et AD= 
*ii, EG ; donc ces triangles sont égaux*; donc rangle 
ACD=EOG. Mais en posant le demi-cercle ADB sur 
son égal EGF /puisque l'angle ACDzzzEOG, il est 
clair que le rayon CD tombera sur le rayon OG , et 
le point D sur le point G \ donc l'arc AMD est égal à 
Tare ENG. 

PROPOSITION V. 
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Dans le même cercle ou dans des cercles égaux ^ 
Un -plus grand arc est sous - tendu par une plus 
grande corde , et réciproquement^ si toutefois les 
aras dont il s'agit sont moindres qu'une ilemi*- 
circonférence. 

Car soit l'ave AH plus grand que AD , et soient 
menées les cordes AD, AH , et les rayons CD, CH; 
les deux côtés AC, CH, du triangle ACH som égaux 
aux deux côtés AC, CD , du triangle ACD : l'angle 
ACH est plus grand que ACD \ donc * le troisième 
côté AH est plus grand que le troisi^ne AD 5 donc^ 
la corJe qui sous-tG3»d le {ilus grand arc est la pluà 
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Réciproquement, si la eorde AH est supposée plus 
grande que AD , on conclura des mêmes triangles 
que 1 angle ACH est plus grand que ACD, et qu'ainsi 
Tare AH est plus grand que AD. 

Scholie, Nous supposons que les arcs dont il s'agît 
sont plus petits que la demi - circonférence. S'ils 
étaient plus grands, la propriété contraire animait lieu; 
Tare augmentant, la corde diminuerait, et récipro-. 
«quement : ainsi i«rc AKBD étant plus grand que 
AKBH , la corde AD du premier est plus petite qu« 
la corde AH du i^econd. 

PROPOSITION YL 

TlïiORÊaiB. 

Le rayon CG, perpendiculaire à une corde %• :a 
AB, divise cette corde et V arc sousteiidu AGB, 
clxacun en deux parties égales. 

Menez les i^yons CA, CB; ces rayonfi sont, par 
rapport à la perpendiculaire CD , deux obliques égales ; 
donc ils s'écartent également de la perpendiculaire*^ ^ i^ i. 
doncAD=:=DB, 

En second lieu , puisque AD=:DB y CG est une per- 
pendiculaire élevéo sur le milieu de AB; donc * tout *x^, f, 
point de cette perpendiculaire doit être égalerncnt 
distant des deux extrémités A et B. Le point G est un 
de ces points; dxinc la distance AG=i=CG. Mais si la 
corde AG est égîje à la corde- GB, l'arc AG sera égal 
à Tare GB*; donc le rayon CG, perpendiculaire ii la ♦pr, î» 
corde AB, divise l'arc sous -tendu pajr cette corde en 
deux parties égales au point G. 

Scholie, Le centre C , le milieu D de la corde AR, 
6t le milieu G de l'arc sous -tendu par cette corde, 
sont trois points situés sur une même ligne perpen- 
diculaire à la corde, Oi: il suffit de deux points pour 
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déterminer la position d'une ligne droite; donc toate 
ligne droite qui passe par deux des points mention- 
nés , passera nécessairement par le troisième , et sera 
perpendiculaire à la corde. 

Il s'ensuit aussi que la perpendiculaire élevée sur 
le milieu d^une corde passe par le centre et-Mr le 
milieu de Varc sous^tendu par cette corde. 

Car cette perpendiculaire n'est autre que celle qui 
serait abaissée du centre sur la même cotde , puis^ 
qu'elles passent toutes deux par le milieu de la corde. 

PROPOSITION VIL 

THEO&EMB. 

Ég.5a. Par trois points donnés. A, B, C, non en 
ligne droite y on peut toujours faire passer une 
circonférence y mais on n'en peut faire passer 
qu^une. 

Joignez AB, BC, et divisez ces deux droites en deu 
parties égales par les perpendiculaires DE, FG; je dis 
d'abord que ces perpendiculaires se rencontreront en 
un point O, 

Car les lignes DÉ^ FG, se couperont nécessai- 
rement si elles ne sont pas parallèles. Or supposons 
qu'elles fussent parallèles ; la ligne AB , perpendicu- 

♦aî, 1. laire à DE, serait perpendiculaire à FG*, et l'angle 
K serait droit; mais BK, prolongement de BD, est 
différente de BF, puisque^les trois points A, B, G, 
ne sont pas en ligne droite; donc il y aurait deux 
perpendiculaires BF , BK , abaissées d'un même point 

♦i5, r^ sur la même ligne, ce qui est impossible*; donc les 
perpendiculaires DE, FG, se couperont toujours en 
un poiîit O. 

Maintenant le point O, comme appartenant à la 
perpendiculaire DE, est à égale distance des deux 

* ï7 » X. points A et B * ; le même point O , comme appartenant 



/ 



X.ITRB II. $9 

à la pêrpeiiiicukire FG, est à égale distance des 
deux points B, C^ donc les trois distances OA, OB, ' 
QC, sont égales; donc la circonférence décrite du 
centre O et du rayon OB passera, par les trois points 
donnés Â, B, G. 

Il est prouvé par4à qu'on peut toujours faire passer 
une circonférence par trois points donnés, non en 
ligne droite ; je dis de plus qu^on n'en peut faire pas- 
ser qu'une. 

Car sUl y avait ifte seconde circonférence qui pas- 
sât par les trois points donnés Â, B^ G, son centre 
ne pourrait être hors de la ligne DE*, puisqu'alors il * 17»»* 
serait inégalement éloigné de A et de B ; il ne pour- 
rait être non plus hors de la ligne FG par une raison 
semblable; donc il serait à-la-fois sur les deux lignes 
DE, FG. Or deux lignes droites ne peuvent se couper 
en plus d'un point ; donc il n'y a qu'une circonférence ' 
qui puisse passer par trois points donnés. 

Corollaire, Deux circonférences ne peuvent se 
rencontrer en plus de deux points; car si elles 
avaient trois points communs ^ elles auraient le même 
centre , et ne feraient qu'une seule et même circou- 
fëren'ce« 

PROPOSITION Vin. 

TS£OR£ME« 

Deux cordes égales sont également éloignées 
du centre; et de deux cordes inégales^ la plus 
petite' est la plus éloignée du centre. 

i^ Soit la corde AB==DE : divisez ces cordes en fig. 5J 
deux également par les perpendiculaire^ CF, GG, et 
tirez les rayons CA^ CD. 

Les triangles rectangles CAF; DCG, ont les hy- 
poténuses GA , CD , égales ; de plus le côté AF 
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moitié de ÂB^ est ^al au côté D6, moitié de DE; 

*iS, X. donc ces triangles sont égaux ^, et le troisième côté 
CF est égal au troisième G6; donc, i"" les deux 
cordes égales AB, DE, sont é|;alement éloignées du 
entre. 

t!* Soit la corde AH plus grande que DE, l'arc 

•f-^ AKH sera plus grand que Tare DME*: sur lare 
AKH prenez la partie ANB=DME, tirez la corde 
AB, et abaissez GF, perpendiculaire sur cette corde » 
et ci, perpendiculaire sur AH;ti1 est clair que CF 
»•> x« est plus grand que CO, et CO plus grand que CI*, 
donc à plus forte raison CF>CI. Mais CF=CG, 
puisque les cordes AB, DE, sont égales; donc on a 
CG > GI ; donc de deux cordes inégales la plus petite 
est la plus éloignée du centre. 

PROPOSITION IX. 

THionÊME. 

fig. 54. La perpendiculaire BD, menée à textrémité 
du rayon CA , est une tangente à la circonfè- 
rence. 

Gar toute oblique CE est plus longue que la per- 

•16, 1. pendiculaire CA*; donc le point E est hors du ceixlei 
donc la ligne BD n'a que le point A commun avec la 

•dcf.8. circonférence; donc BD est une tangente *. 

Scho/ie, On ne peut mener par un point donné A 
qu'une seule tangente AD à la circonférence ; car si 
on en pouvait mener une autre, celle-ci ne serait plus 
perpendiculaire au rayon CA ; donc , par rapport à 
cette nouvelle tangente , le rayon C A serait une oblique, 
Cl la perpendiculaire, abaissée du centre sur cette 
tangente, serait plus courte que CA; donc cette pré- 
tendue tangente entrerait dans le cercle, et serait une 
Wcantè. 
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PROPOSITION X. 

TR£ORÊM£. 

Deux parallèles AB , DE , interceptent sur la Cg. aa 
Mrcanférence des arcs égaux MN, PQ.. 

Il peut arriver trois cas. 

I** Si les deux parallèles sont sécantesi, menez le 
rayon CH perpendiculaire à la corde MP, il sera en 
même temps perpendiculaire à sa parallèle NQ *; donc * a3, u 
le point H sera à-!a-fois le milieu de Tare MHP et 
celui de lare NHQ*; on aura donc lare MH=:HP, *^- 
et l'arc NH=HQ: de-là résulte MH— NH=HP 
—HQ, c'est-à-dire MN=PQ. 

a** Si des deux parallèles AB, DE, Tune est se- «g .^ 
cante, l'autre tangente; au point de contact II mené» 
le rayon CH; ce rayon sera perpendiculaire à la tan- 
gente DE*, et aussi à sa parallèle MP. Mais puisque * %- 
CH est perpendiculaire à la corde MP, le point H est 
le milieu de lare MHP; donc les arcs MH, HP, com- 
pris entre les parallèles AB , DE, sont égaux. 

3" Enfin si les deux parallèles DE, IL, sont tan- 
gentes, l'une en H, l'autre en K, menez la sécant» 
parallèle AB, vous aurez, par ce qui vient d*être <lé- 
montré, MH=HP et MK=KP5 donc l'arc entier 
HMK=HPK , et de plus on voit que chacun dç ces 
wcs est une demi-circônféi'ence. 

PROPOSITION XL 

TUBOREMC. 

Si deux circonférences se coupent en deux 
'points, la ligne qui passe par leurs centrés sera 
perpendiculaire à la corde qui joint les points 
d^ intersection^ et la diviseja en deux parties 
égales. 
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^S si. ^^ ^* ^^ ^ï î^ i^^^*^^ ïes points d'intewectloft, 
est une corde commune aux deux cercles. Or si sur le 
milieu de cette corde on élevé une perpendicuiaire, 
♦ 6. elle doit passer par chacun des deux centres C et D*. 
Mais par deux points donnés on ne peut mener qu'une 
seule ligne droite; donc la ligne droite, qui pa^ par 
les centres, sera perpendiculaire sur le milieu de la 
corde commune. 

PROPOSITION XII. 

THEOREME. > 

Si la distance des deux centres est plus courte 

que la somme des rayons ^ et si en même temps 

le plus grand rayon est moindre que la somme 

du plus petit et de la distance des centres ^ les 

deux cercles se couperont. 

fig. r^^ Car pour quil y ait lieu à intersection, ^1 faut qu« 

le triangle CAD soit possible : il faut donc non seu- 

£".57. Iciïient que CD soit <AC+AD, mais aussi que le 

|Bg. 58. P^^^ grand rayon AD soit <AC4-CD. Or, toutes les 

fois que le triangle CAD pourra être construit , H est 

clair que les circonférences décrites des centres C et 

D , se couperont en A et B. 

PROPOSITION XIII. 



A 



THEOREME. 



fig 5p. Si la distance CD des centres de deux cercles 
est égale à la somme de leurs rayons CA , AD , 
ces deux cercles se toucheront extérieurement. 

Il est clair quHls auront le point A commun ; mais 
ils n'auront que ce point; car, pour qu'ils eussent deux 
points communs, il faudrait que la distance des centres 
f&t plus petite que la somme des rayons. 
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PROPOSITION XIV. 



THEOREME. 



Si la distance CD des centres de deux cercles %• ^ 
M égale à la différence de leurs rayons Cx\, AD, 
*.es deux cercles se toucheront intérieurement* 

D'abord il est clair qu'ils ont le point A commun : 
Is n'en peuvent avoir d'autre; car pour cela il fau- 
Irait que le plus grand rayon AD fût plus petit que la 
omme faite du rayon AG et de la distance des centres 
liD*, ce qui n'a pas lieu. " . * ï«- 

Corollaire. Donc, si deux cercles se touchent , soit 
intérieurement, soit extérieurement, les centres et le 
point de contact sont sur la même ligne droite. 

Scholie. Tous les cercles qui ont leurs centres siur ^^^\?f 
la droite CD, et qui passent par le point A, sont tan- 
gents les uns aux autres; ils n'ont entre eux que le 
seul point A de commun. Et si par le point A on mené 
AE perpendiculaire à CD, la droite A£ sera une tan- 
gente commune à tous ces cercles. 

PROPOSITION XV, 

THEOREME. 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux , ^s* ^^ 
les angles égaux ACB , DCE , dont le sommet est 
m centre , interceptent sur la circonférence des 
oTcs égaux AB, DE. 

Réciproquement^ sixtes arcs AB, DE, sont 
égaux, les a/igles ACB, DCE , seront aussi égaux. 

Car, I® si l'angle ACB est égal à l'angle DCE, ces 
deux angles pourront se placer l'un sur l'autre; et 
comme leurs côtés sont égaux, il est clair que le 
point A tombera en D, et le point B en E. Mais alors 
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r*rc AB Joit aussi tomber sur l'arc DE ; car si 1(S 
deux arcs n'éiaient pas confondus en un seul , il y 
aurait dans lun ou dans lautre de& points ir.'gale- 
ment éloignés du centre , ce qui est iisipossible ; done 
rare AB=DE. 

, 2^ Si on suppose AB=DEy je dis que' Tangh 
AGB sera égal à DGE; car si ces angles ne sont pas 
égaux, soit ACB le plus grand, et soit pris AGI=: 
1)CE; on aura, par ce qui viçnt d'être démontré, AI 
rrzDE : mais, par hypothèse, Tare AB=DE5 donc 
on aurait AI=:AB, ou la partie égale au tout , ce ^ui 
est impossible 5 donc l'angle ACB=DCE. 

PROPOSITION XVL 



, 



A 



SHEOREMSU 



*♦' Dans le même cercle ou dans des cercles egaux^ 
si deux angles au centre ACB, DCE, sont entre 
eux comme deux nombres entiers , les arcs inter^ 
ceptés AB , DE , seront entre eux comme les 
mêmes nombres , et on aura cette proportion: 
Angle ACBrangle DCE: rare AB:arc DE. 

Supposons, par exemple, que les angles ACB, 
DCE, soient entre eux comme 7 est à 4; ou, ce qui 
levient au même, supposons que l'angle M, qui ser- 
vira de commune mesure, soit contenu sept fois dans 
Tangle ACB , et quatre dans Tangle^ DCE. Les anglus 
partiels ACz/a, wC/z, nCp^ etc. DCo:, xCj^^ etc*, 
étant égaux entre eux , les arcs partiels A/t^, mn^ 

*^ np^ etc., D^, xfy etc., seront aussi égaux entre eux*; 
donc Tare entier AB sera à Tare entier DE comme 
7 est à 4- Or il est évident que le même raisonne- 
ment aurait toujours lieu, quand à la place de '7 et 4 
on aurait d'autres nombres quelconques; donc, si le 
rapport des angles ACB, DCE, peut être, exprimé 
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en nombres entiers, les «ires AB, DE , seront entrfe 
eux comitie les attgles ACB , DCE. ^ 

Sehvlie, Réciproquement ^ si les arcs AB, DE, 
étaient entre eux comme deux nomhres entiers, les 
angles ACB ^ DCE , seraient entte eux comme les 
mêmes nombres , et on^ aurait toujours ACB : DCE 
: : AB : DE ; car les arcs partiels Am , mn , etc. , J^x , 
or^-, etc., étant égaux, les angles partiels AC/;^, 
mCrij etc., DC^, ^Ç/-, etc., sont aussi égaux. 

PROPOSITION XVII. 

THEOREME. 

Quel que soit le rapport des deux angles ACB, fig. es. 
ACD, ces deux angles seront toujours entre eux 
comme les arcs AB, AD , interceptés entre leurs 
<ôtès et décrits de leurs sommets comme centres 
avec des rajons égaux. 

Supposons le plus petit angle placé dans le plus grand: 
si la proposition énoncée n a pas lieu, langle ACB sera 
à Tangle ACD comme Tare AB est à un arc plus grand 
ou plus petit que AD. Supposons cet arc plus grand , 
t\ représentons-le par AO , nous aurons ainsi : 

Angle ACB: angle ACD :: arc AB.arc AO. 

Imaginons maintenant que lare AB soit divisé en 
parties égales dont chacune soit plus petite que DO , 
il y aura au moins un point de division entre D et O : 
soit I cepoint , et joignons CI ; les arcs AB , AJ , seront 
entre eux comme deux nombres entiers, et on aura en 
rertu du théorème précédent : 

Angle ACB : angle AGI : : arc AB : arc AI. 

Rapprochant ces deux proportions Tune de Tautre, 
jet observant que les antécédents sont les mêmes , on 
en conclura qu^ ]#5 conséquents sont proportionnels» 
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A ngle ACD : angle AGI : : arc AO : arc AI. 
Mais Tare AO est plus grand que lare AI: il fau- 
drait donc , pour que la proportion subsistât , que 
Tangle ACD fût plus grand que l'angle AGI; or au 
contraire il est plus petit ; donc il est impossible que 
langle ACB soit à langle ACD comme Tare AB est à 
un arc plus grand que AD. 

On dépiontrerait par un raisonnement entièrement 
semblable que le quatrième terme de la proportion 
ne peut être plus petit que AD ; donc il est exactement 
AD; donc on a la proportion : 

Angle AGB: angle ACD :: arc ABrarc AD. 
Corollaire, Puisque l'angle au centre du cercle et 
Tare intercepté entre ses côtés ont ime telle liaison 
que quand lun augmente on diminue dans un rap- 
port quelconque , Tautre augmente ou diminue dans 
le même rapport , on est en droit d'établir l'une de • 
ces grandeurs pour la mesure de l'autre : ainsi nous 
prendrons désormais l'arec AB pour la mesuré de 
l'angle ACB. Il faut seulement x)bserver, dans la com- 
paraison des angles entre eux^ que les arcs qui leur 
servent de mesure doivent être décrits avec des rayons 
égaux ; car c'est ce que supposent toutes les proposl*- 
tions précédentes. 

Scholie I. Il paraît plus naturel de mesurer une 
quantité par une quantité dé la même espèce, et 
sur ce principe il conviendrait de rapporter tous 
les angles à l'angle droit : ainsi l'angle droit étant 
l'unité de mesure , un angle aigu serait exprimé par 
lin nombre compris entre o et i , et un angle obtus 
]:ar un nombre entre i et 2. Mais cette manière 
d'exprimer les angles ne serait pas la plus commode 
dans l'usage ; on a trouvé beaucoup plus simple de 
les mesurer par des arcs de cercle, à cause de la faci- 
lité de faire des arcs égaux à des arcs donnés , et pour . 
beaucoup d'autres raisons. Au reste, si la mesure de« 
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angles par lés arcs de cercle est en quelque sorte 
indirecte , il n en est pas moins facile d'obtenir par 
leur moyen la mesure directe et absolue ; car si vous 
comparez Parc qui sert de mesure à un angle avec le 
quart de la circonférence , vous aurez le rapport de 
Tangle donné à langle droit, ce qui est la mesura 
absolue. 

Scholte II. Tout ce. qui a été démontré dans les 
trois propositions précédentes pour la comparaison 
des angles avec les arcs , a lieu également pour la com- 
paraison des secteurs avec les arcs : car les secteurs 
sont égaux lorsque les angles le sont, et fsn général ils 
sont proportionnels aux angles; donc deux secteurs 
ACB , ACD, pris dans le même cercle ou dans des 
cercles égaux , sont entre eux comme les arcs AB , 
AD y hases de ces mêmes secteurs. 
On voit par-là que les arcs de cercle qui servent 
I de mesure aux angles peuvent aussi servir de mesure 
! aux différents secteurs d'un même cercle ou de cercles 
égaux, 

PROPOSITION XVIII. 

THEOREME. 

V angle irSirit BAD a pour mesure la moitié 
de Tare BD compris entre ses côtés. ef os* 

Supposons dabord que le centre du cercle soit 
situé dans l'angle BAD, on mènera le diamètre AE 
et les rayons CB , CD. L'angle BGE , extérieur au ^8- 
triangle ABC, est égal à la somme des deux intérieurs 
CAB^ ABC* : mais le triangle BAC étant isoscelci 
l'iuigle CAB=ABC; donc Fangle BCE est double *aJ,u 
de BAC. L'angle BGE ^ comme angle au centre, a 
pour mesure lare BE ; donc langle BAC aura pour 
mesure la moitié de B£. Par une raison semblable, ^^ 
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langle GAD aura pour mesure la moitié de ED; done 
BAC+CAD ou BAD aura pour mesure la moitié de 
BE+ED ou la moitié de BD. 

fig. 63. Supposons en second lieu que le centre G soit situé 
hors de langle BAD , alors menant le diamètre AE, 
Tangle BAE aura pour mesure la moitié de BE, Tangle 
DAE la moitié de DE; donc leur différence BAD aura 
pour mesure la moitié deBE moins la moitié de ED , 
ou la moitié de BD. 

Donc tout angle inscrit a pour mesure la moitié de 
l'arc compris entre ses côtés. 

%. cd, . Corollaire I. Tous les angles BAG, BDG, etc.,iii5* 
crits dans le même segment sont égaux^ car ils ODt 
pour mesure la moitié du même arc BOG. 

«g. 67. II. Tout angle BAD inscrit dans le demi -cercle 
est un angle droit ; car il a pour mesure la moitié 
de la demi*cir€onférence BOD , ou le quart de h 
circonférence., 

Pour démontrer la même chose dune«autre ma* 
niere , tirez le rayon AC ; le triangle BAG est iso» 
scele , ainsi l'angle BAC = ABC; le triangle GAD est 
pareillement isoscele ; donc langle GAD = ADC; 
donc BAC -f. CAD ou BAD = ABD + ADB. Mais 
si les deux angles B et D du triangle ABD valent en- \ 
semble le troisième BAD, les trois a||[les du triangle 
vaudront deux fois l'angle BAD ; ils valent d'ailleurs 
deux angles droits ; donc l'angle BAD est un angle 
droit. 

/;;- 66. m. Tout angle BAC inscrit dans un segment plus 
fjrand que le demi-cercle , est un angle aigu; car il % 
pour mesure la moitié de l'arc BOC moindre qu'une 
demi -circon f éren ce. 

Et tout angle BOC , inscrit dans un segment phiS 
petit que le demi-cercle, est un angle obtus ; car il a 
pour mesure la moitié de l'arc BAC plus grande qu une 
demi*circonférence. 
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IV. Les angles opposés A et C d'un quadrilatère «g. «•* 
inscrit ABCD, valent ensemble deux angles droits ; 
car l'angle BAD a pour mesure la moitié de Varc BGD ^ 
l'angle BCD a pour mesure la moitié de Tare BAD; 
donc les deux angles BAD, BCD, pris ensemble, ont 
pour mesure la moitié de la circonférence; donc leur 
somme écpiivaut à deux angles droits. 

PROPOSITION XIX, 

THÉORBME. 

V angle BAC , formé par une tangente et une 
corde ^ a pour inesure la moitié de Varc AMDC 
compris- entre ses côtés. 

Au point de contact A menez le diamètre AD; 
Fangle BAD est droit ^, il a pour mesure la moitié de ^ 
la demi-circonférence AMD, FangleDAG a pour me- 
sure la moitié de DG ; donc BAD + D AG ou B AG a 
pour mesure la moitié de AMD, plus la moitié 4e DG, 
ou la moitié de l'arc entier AMDC. 

On démontrerait dé même que Tangle GAE a 
pour mesure la moitié de l'arc AG compris entre ses 
côtés. 



Problêmes relatifs aux deux premiers livres. 



K 



PROBLEME PREXIER. 



Diviser la droite donnée AB en deuoç parties b-. ^^ 
égales. 

Des points A et B , comme centres , arec un rayon 
plus grand que la moitié de AB, décrivez deux arcs 
qui se coupent en D ; le point D sera également éloi- 
gné des points A et B : marquez de même au-dessus 

Onz, éd. ^ 



So * GSOMETaiE. 

OU au-dessous de la ligne AB un second point E ê^ 
lement éloigné des points A et B , par les deux points 
D, E, tirez la ligne DE; je dis que DE coupera la 
ligne AB en deux parties égales au point C. 

Car les deux points D et E étant chacun également 
éloignés des extrémités A et B , ils doivent se trouver ] 
tous deux dans la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de AB. Mais par deux points donnés il ne peut passer 
qu une seule ligne droite ; donc la ligne DE sera cette 
perpendiculaire elle-même qui coupe la ligne AB es 
deux parties égales au point C. 



PROBLÈME II. 



H' 7»- Par un point A , donné sur la ligne BC, éle- 
ver une perpendiculaire à cette ligne. 

Prenez les points B et G à égale distance de A, en- 
suite des points B et C , comme centres , et d un^ rayon 
plus grand que BA, décrivez deux arcs qui se cou- 
pent en D ; tirez AD qui sera la perpendiculaire de- 
mandée. 

Car le point D , étant également éloigné de B et de 
C 5 appartient à la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de BG ; donc AD est cette perpendiculaire. 

Scholie. La même construction sert à faire un angle 
droit BAD en un point donné A sur une ligne don- 
née BG. 



PROBLEME III. 



«g 72. D'un point A , donné hors de la droite BD, 
abaisser une perpendiculaire sur cette droite. 

Du point A, comme centre, et d'un rayon suffi- 
samment grand, décrivez un arc qui coupe la ligne 
]^D aux deux points B etD; marquez ensuite un point 
E également distant des points B et D, et tirez AE qui \ 
sera la perpendiculaire demandée. 

C^r les deux points A et E so^t chacun également 
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distants des points B et D ; donc la ligne AE est per- 
pendiculaire sur le milieu de BD. 



PROBLEME lY. 



Au point A de la ligne AB , faire un angle H- i^* 
égal à V angle donné K. 

Du sommet K , comme centre , et d'un rayon à 
volonté, décrivez l'arc IL terminé aux deux^côtés 
de Fangle ; du point A , comme centre , et d'un rayon 
AB égal à Kl , décrivez lare indéfini BO ; prenez en- 
suite un rayon égal à la corde LI ; du point B , comme 
centre , et de ce rayon , décrivez un arc qui coupe en 
D l'arc indéfini BO ; tirez AD , et l'angle DAB sera 
égal à l'angle donné K. 

Car les deux arcs BD , LI , ont des rayons égaux et 
des cordes égales ; donc ils sont égaux*; donc Fangle *4, a.' 
BAD=1KL. 



PROBLEME V. 



Dis'iser un angle ou un arc donné en deux fig- 74- 
parties égales, 

v^ S'il faut diviser l'arc AB en deux parties égales, 
des points A et B , comme centres, et avec un même 
rayon , décrivez deux arcs qui se coupent en D ; par le 
point ï) et par le centre C tirez CD qui coupera l'arc 
AB en deux parties égales au point E. 

Car les deux points C et D sont chacun également 
distants des extrémités A et B de la corde AB ; donc 
la ligne CD est perpendiculaire sur le milieu de cette 
corde ; donc elle divise l'arc AB en deux parties égales 
au point E *. * 

2» S'il faut diviser en deux parties égales l'angle 
ACB, on commencera par décrire du sommet C, 
comme centre, l'arc AB, et le reste commje il vient 
d'être dit. Il est clair que la ligne CD divisera en deux 
parties égales l'angle ACB, 

4- 
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Scholie. On peut, par la même construction , diviser 
chacune des moitiés AE, EB, en deux parties égales; 
ainsi, par des sous-divisions successives, on divisera 
un angle ou un arc donhé en quatre parties égales , en 
huit , en seize , etc. 



PROBLEME VI« 



Par un point donné A , mener une parallèle 
^' ^ à la ligne donnée BC. 

Du point A, comme centre, et d'un rayon suffi- 
samment grand , décrivez lare indéfini EO ; du point . 
E , comme centre , et du même rayon , décrivez Tare 
AF, prenez ED = AF, et tirez AD qui sera la parallèle 
demandée. 

Car en joignant AE , on voit que les angles alternes 
AEF, EAD , sont égaux ; donc les lignes AD , EF, sont 
parallèles *. 

PROBLEME VII. 



♦aJ, 1. 



fig. 76. 



Deux angles AetB d'un triangle étant don- 
nés ^ trouver le troisième. 

Tirez la ligne indéfinie DEF, faites au point E l'an- 
gle DJEG=A, et langle CEH=B : l'angle restant 
HEF sera le troisième angle requis ; car ces trois angles 
pris ensemble valent deux angles droits. 



PROBLEME VIII. 



Étant donnés deux côtés BetC d^un triangle et 
^s ' ' • l'angle A qu 'ils comprennent , décrire le triangle. 

Ayant tiré la ligne indéfinie DE, faites au point D 
langle EDF égal à l'angle donné A; prenez ensuite 
DG=b; DH=:G, et tirez GH ; DGH sera le triaegle 
demandé. 
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PROBLEME IX. 

Étant donnés un côté et deux angles d'un 
triangle , décrire le triangle. 

Les deux angles donnés seront ou tous deul adja- 
cents au côté donné , ou l'un adjacent , lautre oppo- 
sa : dans ce dernier cas, cherchez le troisième % vous *P'- c/- 
aurez ainsi les deux angles adjacents. Cela posé , tirez 
la droite DE égale au côté donné , faites au point D fig- 7*- 
l'angle EDF égal à Tun des angles adjacents , et au 
point E l'angle DEG égal à l'autre ; les deux lignes 
DF, EG, se couperont en H, et DEH sera le triangle 
requis. 

PROBLEME X. 

Les trois côtés A, B, C, d'un triangle étant fi« 79* 
donnés y décrire le triangle. 

Tirez DE. égal au côté A; du point E, comme 
centre, et d'un rayon égal au second côté B, décri- 
vez un arc ; du point D , comme centre , et d'un rayon 
égal au troisième côté C, décrivez un autre arc qui 
coupera le premier en F; tirez DF, EF, et DEF sera 
le triangle requis. 

SchoUe. Si l'un des côtés était plus grand que la 
somme .des deux autres y les arcs ne se couperaient 
pas ; mais la solution sera toujours possible , si la 
somme de deux côtés , pris comme on voudra, est plus 
grande que le troisième. 

PROBLEME XI. 

Étant donnés deux côtés A et B d'un triangle y 
avec VangleC opposé au côtéB^ décrire le triangle. 

n y a deux cas : i** si l'angle G est droit ou obtus , 
faites l'angle EDF égal à langle C; prenez DE= A, 
du point E, comme centre, et d'un rayon égal au 
côté donné B, décrivez un arc qui coupe en F la 
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ligne DF; tirez EF, et DE F sera le triangle de^ 
mandé. 

Il faut, dans ce premier cas, que le côté B ^oit plus 

grand que A , car l'angle C étant droit ou obtus,* est 
le plus grand des angles du triangle ; donc le côté op- 
posé doit être aussi le plus grand. 

£g. 8i. 2° Si l'angle C est aigu, et que B soit plus grand que 
A , la même construction a toujours lieu , et DEF est 
le triangle requis. 

fig. 8a. ^^ds si, langle C étant aigu , le côté B est moindre 
' que A, alors l'arc décrit du centre E avec le rayon 
EF=B, coupera le côté DF en deux points F et G, 
situés du même côté de D ; donc il y aura deux ti^an- 
gles DEF, DEG, qui satisferont également au pro- 
blême. - 

Scholie, Le problême serait impossible dans tous 
les cas, si le côté B était plus petit que la perpendi- 
culaire abaissée de E sur la ligne DF. 



PROBLÊME XII. 



i(g. 83. 



^ ■> 



Les côtés adjacents A e^ B cVun parallélo- 
gramme étant donnés ai^ec l'angle C qu^ils com- 
prennent , décrire le parallélogramme. 

Tirez la ligne DE=A, faites au point D Tangle 
FDE=C, prenez DF=B; décrivez deux ares, l'un 
du point F comme centre , et d'un rayon FG = DE, 
l'autre du point E, comme centre et d'un rayon. 
EG=DF : au point G, où ces deux arcs se coupent, 
tirez FG, EG ; et DEGF sera le parallélogramme de- 
mandé. 

Car , par construction , les côtés opposés sont égaux ; 
donc iii figure décrite est uw parallélogranmie^, et ce 
o ,."iîJc;%i^;Tamme est formé avec les cotés donnés et 

*:. V /'..::. Vi i angle donné est droit, la figure sera ' 



LIVRE 11^ 55 

un rectangle; si, de plus , les côtés sont égaux, ce sera 
un quarré. 

PROBLEME XIII. 

> 

lYouver le centre d'un cercle ou d'un arc donné. 

Prenez à volopté dans la circonférence ou dans fig. 84< 
lare trois points A^ B , C ; joignez ou imagine^ qu on 
joigne AB et BC, divisez ces deux lignes en deux par- 
ties égales par les perpendiculaires DE , FG ; le point 
O, où tes perpendiculaires se rencontrent, sera le 
centre cherché. 

Scholie, La même construction sert à faire passer 
une circonférence par les trois points donnés A, B , C, 
et aussi à décrire une circonférence dans laquelle le 
triangle donné ABC soit inscrit. 

« 

PROBLEME XIV. 

Par un point donné mener une tangente à 
un cercle donné. 

Si le point donné A est sur la circonférence, tirez fig. 85. 
le rayon CA, et menez AD perpendiculaire à CA; 
AD sera la tangente demandée*. *9, «. 

Si le point A est. hors du cercle , joignez le point % 86. 
A et le centre par la ligne droite C A ; divisez C A en 
deux également au point O ; du point O , comme cen- 
tre, et du rayon OC, décrivez une circonférence qui 
coupera la circonférence donnée au point B; tirez 
AB , et AB sera la tangente demandée. 

Car en menant CB, Tangle CBA, inscrit dans le 
demi-cercle, est un angle droit*; donc AB est per- *i8,a, 
pendiculaire à l'extrémité du rayon CB , donc elle est 
tangente. 

Scholie, Le point A étant hors du cercle, on voit 
qu'il y a toujours deux tangentes égales AB, AD, 
qui passent par le point A : elles sont égales, car les 
triangles rectangles CBA, CDA,ont l'hypoténuse CA 
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commune , et le côté GB = CD ; donc ils sont 
•18, 1. égaux*; donc AD=AB, et en même temps langls 
CAD=CAB, 

PROBIEMB XY. 

«f. 87. Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC. 

Divisez les angles A et B en deux également par 
les lignes AO et BO qui se rencontreront en Q ; du 
point O abaissez les perpendiculaires OD , OE \ OF, 
sur les trois côtés du triangle; je dis que ces perpen- 
diculaires seront égales entre elles; car, par construc- 
tion , l'angle DAO = O AF, l'angle droit ADO= AFÔ; 
dQnc le troisième angle AOD est égal au troisième 
AOF. D'ailleurs le côté AO est commun aux deux 
triangles AOD , AOF, et les angles adjacents au côté 
égal sont égaux; donc ces deux triangles sont égaux; 
donc DO=OF. On prouvera de même que les deux 
triangles BOD, BOE, sont égaux; donc OD^OE, 
donc les trois perpendiculaires OD, OE, OF, sont 
égales entre elles. 

Maintenant si du point O, comme centre, et du 
rayon OD, on décrit une circonférence, il est clair 
que cette circonférence sera inscrite dans le triangle 
ABC; car le côté AB, perpendiculaire à l'extrémité 
du rayon OD, est une tangente : il en est de même des 
côtés BC , AC. 

Scholie. Les trois lignes qui divisent en deux égale- 
ment les trois angles d'un triangle, concourent en un 
même point. 

PROBLÊME XVI. 

Hg. 88 Sur une droite donnée AB , décrire unsegmenù 
•* *^' capable de V angle donné G , c'est-à-dire , un seg- 
ment tel que tous les angles qui jr sont inscrits 
soient égaux à V angle donné G. 

Prolongez AB vers D, faites au point B Tangte 
Ï)BE=:C, tirez BO perpendiculaire à BE, et GO per-^ 



ti.vas II. 57 

pendiculaire sur le milieu de AB ; du point de ren- 
ccfatne O, comme centre, et du rayon OB, décrivez 
un cercle, le segment deihandé^sera AME. 

Car puisque BF est perpendiculaire à l'extrémité 
du rayon CB, BF est une tangente, et l'angle ABF a 
pour mesure la moitié de l'arc AKB*; d'ailleurs l'an- *i9.a. 
gle AMB, comme angle inscrit, a aussi pour mesure 
la moitié de l'arc AKB, donc l'angle AMB = ABF = 
EBD=C; donc tous les angles inscrits dans le seg- 
ment AMB sont égaux à l'angle donné G. 

Scholie, Si l'angle donné était droit , le segment cher- 
ché serait le demi-cercle décrit sur le diametrç AB. 



PROBLEME XYII. 



Trouver le rapport numérique de deux lignes fiff- y>i 
droites données AB , CD , si toutefois ces deux 
lignes ont entre elles une mesure commune. 

Portez la plus petite CD sur là plus grande AB au- 
tant de fois qu'elle peut y être contenue ; par exemple , 
deux fois, avec le reste BE. 

Portez le reste BE sur la ligne CD , autant de fois 
qu'il peut y être contenu , une fois, par exemple , avec 
le reste DF. 

Portez le second reste DF sur le premier BE, au- 
tant de fois qu'il peut y être contenu, une fois, par 
exemple, avec le i^este BG. 

Portez le troisième reste BG sur le second DF, au- 
tant de fois qu'il peut y être contenu. 

Continuez ainsi jusqu'à ce que vous ayez un reste 
qui soit contenu un nombre de fois juste dans le pré- 
cédent.. » 

Alors ce dernier reste sera la commune mesure des 
lignes proposées , et , en le regardant comme l'unité , 
on trouvera aisément les valeurs des restes précédents 
et enfin celles des deux lignes proposées, d'où l'on 
conclura leur rapport en nombres. 
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Par exemple, si Ton trouve que GB est contenu 
deux fois juste dans FD , BG sera la commune mesure 
des deux lignes proposées. Soit BG = i , on aura FD 
= 2; mais EB contient une fois FD plus GB; donc 
EB=3; CD contient une fois EB plus FD; donc 
CD = 5; enfin AB contient deux fois CD plus EB; 
donc AB=:i3; donc le rapport des deux lignes AB, 
CD, est celui de i3 à 5. Si la ligne CD était prise pour 
unité, la ligne AB serait -y^, et si la ligne AB était prise 
pour unité, la ligne CD serait 7*,-. 

Scholie, La méthode qu'on vient d'expliquer est la 
même que prescrit Taritlimétique pour trouver lecom- 
mun diviseur de deux nombres ; ainsi elle n a pas 
besoin d'une autre démonstration. 

Il est possible que, quelque loin qu'on continue 
l'opération, on ne trouve jamais un reste qui soit 
contenu un nombre de fois juste dans le précédent. 
Alors les deux lignée n'ont point de commune mesure, 
et sont ce qu'on appelle incommensurables : on en 
verra ci-après un exemple dans le rapport de la dia- 
gonale au côté du quarré. On ne peut donc alors 
trouver le rapport exact en nombres : mais en négli- 
geant le dernier reste, on trouvera un rapport plus 
ou moins approché, selon que l'opération jtura été 
poussée plus ou moins loin. 



PROBLEME XVIII. 



fig- 9ii Deux angles ket'R étant donnés , trouver leur 
commune mesure, s'ils en ont une , et de-là leur 
rapport en nombres. 

Décrivez avec des rayons égaux les arcs CD, EF, 
qui servent de mesure à ces angles; procédez ensuite 
pour la comparaison des arcs CD , EF, comme dans le 
problême précédent; car un arc peut être porté sur 
un arc de même rayon, comme une Ugne droite sur 
une ligne droite. Vous parviendrez ainsi à la com- 
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mune mesure des arcs CD, EF, s'ils en ont une, et a 
leur rapport en nombres. Ce rapport sera le même que , 
celid des angles donnés*; et si DO est la commune *^*^' 
mesure des arcs , DAO sera celle des angles. 

Scholie, On peut ainsi trouver la valeur absolue d'un 
angle en comparant Tare qui lui sert de mesure à toute 
la circonférence : par exemple, si l'arc CD est à la cir- 
conférence comme 3 est à 25, l'angle A sera les ^ de 
quatre angles droits, ou ^ d'un angle droit. 

Il pourra arriver aussi que les arcs comparés n'aient 
pas de commune mesure; alors on n'aura pour les 
angles que des rapports en nombres plus ou moins 
approcliés , selon que l'opération aura été poussée plus 
«u moins loin. 
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LIVRE III. 



LES PROPORTIONS DES FIGURES. 

DÉFINITIONS. 

I 

I. J 'appellera ligures équiifalentes celles dont les 
surfaces sont égales. 

Deux figures peuvent être équivalentes , quoique 
très - dissemblables : par exemple, un cercle peut 
être équivalent à un quarré , un triangle à un rec- 
tangle, etc. 

La dénomination de figures égales sera conservée à 
celles qui étant appliquées l'une sur Vautre , coïncident 
dans tous leurs points : tels sont deux cercles dont 
les rayons sont égaux, deux triangles dont les trois 
côtés sont égaux chacun à chacun , etc. 

IL Deux figures sont semblables y lorsqu'elles -ont 
les angles égaux chacun à chacun et les côtés homo^ 
logues proportionnels. Par côtés homologues on en- 
tend ceux qui ont la même position dans les deux 
figures, ou qui sont adjacents à des angles égaux. Ces 
angles eux-mêmes s appellent angles fiomologues. 

Deux figures égales sont toujours semblables; mais 
deux figures semblables peuvent êti-e fort inégales. 

in. Dans deux cercles différents, on appelle arcs 
semblables , secteurs semblables , segments semila'- 
blés y ceux qui répondent à des angles au centre 
égaux. 
fig- 92. Ainsi l'angle A étant égal à l'angle O, l'arc BC 
est semblable à l'arc DE, le secteur ABC au secteur 
ODE, etc. 

IV. La hauteur dun parallélogramme est la per- 
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pendiculaire EF qui mesure la distance des deux côtés fig. 9B. 

opposés AB, CD, pris pour bases. 

' V. La hauteur d un triangle est la perpendiculaire 

AD, abaissée du sommet d'un angle A sur le côté op- £g. (^4. 

posé BC pris pour base. 

VI. La hauteur du trapèze est la perpendiculaire fig. 95. 
EF menée entre ses deux côtés parallèles AB, CD. 

VII. Uaire ou la surface d une figure sont des ter- 
mes à-peu-près synonymes. Laire désigne plus parti- 
culièrement la quantité superficielle de la figure en 
tant qu'elle est mesurée ou comparée à d autres sur- 
faces. 

N. B. Pour l'intelligence de ce livre et des suivants, il 
faut avoir présente la théorie des proportions, pour laquelle 
nous renvoyons aux traités ordinaires d'arithmétique et 
d'algèbre. Nous ferons seulement une observation, qui est 
très importante pour fixer le vrai sens des propositions, et 
dissiper toute obscurité, soit dans Ténoncé, soit dans les 
d émonstrations. 

Si on a la proportion A:B :: C!D, on sait que le produit 
des extrêmes A XD est égal au produit des moyens BxC. 

Cette vérité est incontestable pour les nombres; elle l'est 
aussi pour des grandeurs quelconques , pourvu qu'elles s'ex- 
priment ou qu'on les imagine exprimées en nombres ; et c'est 
ce qu'on peut toujoius supposer : par extum^ , si A, B , C , D , 
sont des lignes , on peut imaginer qu'une de ces quatre lignes, 
ou une cinquième , si l'on veut , serve à toutes de commune 
mesure et soit prise pour unité ; alors A , B , C , D représentent 
chacune un certain nombre d'unités , entier ou rompu , com- 
mensnrable ou incommensurable , et la proportion entre les 
lignes A, B, C, D, devient une proportion de nombres. 

Le produit des lignes A et D , qu'on appelle aussi leur 
rectangle , n'est donc autre chose que le nombre d'unités, 
linéaires contenues dans A , multiplié par le nombre d'uni- 
tés linéaires contenues dans B ; et on conçoit facilement que 
ce produit peut et doit être égal à celui qui résulte sembla- 
Uement des lignes B et C. 
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Les ^andpiir.t A et B pcuient être d'une espèce, par 
f\rmpli' , (les liiinrs. rt lo* grandeur;! C et D d'une autre 
rspcce, par e?4'iiii>lr, des surfaces; alors il faut (onjounn- 
^;ir[lcr ces granileurs couime des nombres : A et B s'espn- 
iniTOiit en unitt-s linéaires, C et D en unités soperficielles, 
rr te produit A xUicra un nombre comme le produit BxC 

i'.a p.'^ni'ral , dans toutes les opérations qu'on fera sur \tt 
pinpoitiiius. il faut toujours regarder les termes decespro- 
p'irùoiis (.-omme autant dénombres, ebacun de l'espèce qui 
lui ronTieut, et unu'auraaueune peine à concevoir ces op^ 
râlions et les conséquences qui en résultent. 

Nous devons avertir aussi que plusieurs de nos démoiu- 
ti'ntions sont fondées snr quelques-unes des règles les plu 
i-iinpies de l'algèbre, lesquelles s'appuyent elles-mêmes su 
les a\ii>mes connus : ainsi si l'on a A := B+C, et qu'on mol. 
tiplie chaque membre par une même quantité 31, on en 
io;u-IutAXMi=BxM-4-CxM; pareillement si Too aA= 
i\ + C et D^E — C. et qu'on ajoute les quantités égalet, 
eu efljçant -(-(^et — C qui se détruisent, on en condi^ 
A+^=B + E. et ainsi des autres. Tout cela est aSKi 
évident t>ar soi-même: mais, en cas de difficulté, il Kti 
biiii de con'ulter lr$ livres d'algèbre, et d'entre-méler aiaa 
r.iude des deux seienocs. 

PROPOSITION PREMIERE. 



Les paraUèiofraiumes qui ont des bases égales 
("/ tIfs /itii/ttiirs égales, sont équivalents. 

Soit AB la base comiHune des deux parai lélogram- 
n\\>s ABC'J), ABEF, puisqu'ils sont supposés avoir l& 
tnènie hauteur, les bases supérieures DC, FE, seront 
situées sur une même li^ne parallèle â AB. Or on a 
par la nature des parallélogrammes AD =BC, «AT 
= pEj par b même raison on a DC=:AB,etFE = 
~ ' =F£; doQc,retrancliantDC etFEd» 

t kl restes CE et DF seront égaœUt 
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11 suit de-là que les triangles DAF, CBD , sont équi- 
latéraiix entre eux, et par conséquent égaux *. *ii . i* 

Mais si du quadrilatère ABED on retranche le tri- 
angle ADF, il reste le parallélogramme ABEF ; et si 
du même quadrilatère ÀBED on retranche le triangle 
CBE , il reste le parallélogramme ABCD ; donc les 
deux parallélogrammes ABCD , ABEF, qui ont même 
base et même hauteur , sont équivalents. 

Corollaire. Tout parallélogramme ABCD est équi- 
valent au rectangle ABEF de même base et de même fig.gç, 
hauteur. 

PROPOSITION IL 

THÉOHEME. 

Tout triangle kRC est la moitié du parallélo- fig. 98. 
.. gramme KStCÙ quiaméme base et même hauteur. 

Car les triangles ABC , ACD , sont égaux *. ♦ 3i , i. 

l Corollaire I. Donc un triangle ABC est la moitié du 
y rectangle BCEF qui a même base BC et même hau- 
ji leur AO; car le rectangle BCEF est équivalent au pa- 
r rallélogramme ABCD. 

Corollaire II. Tous les triangles qui ont des bases 
r «gales et des hauteurs, égales, sont équivalents. 

PROPOSITION III. 

THEOREME. 

Deux rectangles de même hauteur sont entre 
EUX comme leurs bases. 

^\ Soient ABCD, AEFD , deux rectangles qui ont pour fig. 99. 
^Qtçur commune AD; je dis qu'ils sont entre eux 
imme. leurs bases AB, AE. 

Supposons d'jJiiDrd que les b^ses AB, AE, soient 
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commensurables entre elles, et qu'elles soient , par 
dxeinple, comme les .nombres 7 et 4 : si on divise AB 
en 7 parties égales, AE contiendra 4 àe ces pat^ 
ties ; élevez à chaque point de division Une perpen- 
diculaire à la base, vous formerez ainsi sept rectan- 
gles partiels, qui seront égaux entre eux y puisqu'ils: 
auront même base et même hauteur. Le rectangle I 
ABCD contiendra sept rectangles partiels, tandis que 
AEFD en contiendra quatre ; donc le rectangle ABCD 
est au rectangle AEFD comme 7 est à 4) ou- comme 
AB est à AE. Le même raisonnement peut être i^p^« ' 
que à tout autre rapport que celui de 7 i,4 ; donc, 
quel que soit ce rapport, pourvu quil soit c^n^nen- 
surable, on aura, '. ; ■'; 

ABCD: AEFD ::AB:AE. 

fig. 100. Supposons, en second lieu, que les bases AB, AE, J 

soient incommensurables entre elles ; je dis qu'on n'en . 

aura pas moins', " . 

ABCD:AEFD::AB:AE. v 

Car si cette proportion n'est pas vraie , les trois pre- . 
miers termes demeurant les mêmes, le quatrième sera 
plus grand ou plus petit que AE. Supposons qu il^^it 
plus grand et qu'on ait , 

ABCD: AEFD ::AB:AO. 
Divisez la ligne AB en parties égales plus petites que 
£0 , il y aura au moins un point de division I entre E 
et O : par ce point* élevez sur AI la perpendiculaire IK; 
les bases AB, AI, seront commensurables entre elles, 
et ainsi on aura , par ce qui vient d être démontré , 

ABCD:AIKD::AB:AL 
Mais on a, par hypothèse , 

ABCD: AEFD ::AB:AO. 
Dans ces deux proportions les antécédents sont égaux; 
donc les conséquents sont proportionnels, et il eu 
résulte, 

AlKD:AErD::AI;AO 
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Mais AO est plus grand que Âl^ donc^ pour que 
teette proportion subsistât, il faudrait que le rectangle 
AEFD fttt plus grand que AIKD; or, au contraire, il ^ 
est plus petit; donc la proportion est impossible; donc 
ABGD ne peut être à AEFD comme AB est à une ligne 
plus grande que AE. 

Par un raisonnement entièremetit semblable, on 
]^UTerait que le quatrième terme de la proportion 
ne peut être plus petit que AË; donc il est égal 
àAE. 

Donc, quel que soit le rapport des bases, deux 
rectangles de même hauteur ABGD, AEFD, sont 
entre etix comiile leurs bases AB , AE» 

PROPOSITION IV. 

# 

THÉORÊMEk 

' Deux rectangles quelconques ABCD, AEGF, 
sont entre eux comme les produits des bases mul- 
tipliées par les hauteurs ^ de sorte quon a 
ABCD:AEGF::ABxAD:AExAF. 

Ayant disposé les deux rectangles de manière que 
les angles en A soient opposés au sommet , prolongez 
les côtés QE, CD, jusqu'à leur rencontre tn H ; les 
deux rectangles ABCD, AEHD, ont même hauteur 
AD ; ils sont donc entre eux comme leurs bases 
AB, AE : de même les deux rectangles AEHD, 
AEGF, ont même hauteur AE; ils sont donc entre 
eux comme leurs bases AD , AF : ainsi on aura les 
deux proportions, 

ABCD:AEHD::AB:AE» 
AEHD;AEGF::AD:AF. 

Multipliant ces proportions par ordre, et obser<« 
yant que le moyen terme AEHD peut être omis 
Onz^ éd. 5 
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comme multiplicateur commun à l'antécédent et âu 
\ conséquent, on aura, 

ABCD: AÈGF::AB x AD: AE x Af . 

Scholie. Donc on peut prendre pour mesure d'un 
rectangle le produit de sa base^par sa hauteur, poorYU 
qu'on entende par ce produit celui de deux nombres,, 
qui sont le nombre d'unités linéaires contenues dans 
la base , et le nombre d unités linéaires contenues dans 
la hauteur. ^ 

Cette mesure, d ailleurs, n'est pas absolue, mais 
seulement relative; elle suppose qu'on évalue sem- 
blablement un autre rectangle en mesurant ses côtés 
par la même unité linéaire ; on obtient ainsi un second, 
produit , et le rapport des deux produits est égal à 
cehii des rectangles, conformément à la proposition 
qu'on vient de démontrer. 

Par exemple, si la base du rectangle A est de trois 
unités et sa hauteur de dix , le rectangle sera représenté 
par le nombre 3 X lo, ou 3o, nombre qui ainsi isolé 
ne signifie rien; mais si on a un second rectangle B 
dont la base soit de douze unités et la hauteur de sept, 
le second rectangle sera représenté par le nombre 7 
X 12, ou 84 : de -là on conclura que les deux rec- 
tangles A et B sont entre eux comme 3o est à 84 ; 
donc, si on convenait de prendre le rectangle A pour 
lunité de mesure dans les surfaces, le rectangle B au- 
rait alors pour mesure absolue 3*, c'est-à-dire quil 
serait égal à y* d'unités superficielles. 

Il est plus ordinaire et plus simple de prendre le 
quarré pour l'unité de surface, et on choisit le quarré 
dont le côté est lunité de longueur ; alors la mesure 
que nous avons regardée simplement comme relative 
devient absolue : par exemple le nombre 3o, par le- 
quel nous avons mesuré le rectangle A, représente 3o 
fg. io!2. unités superficielles, ou 3o de ces quarrés dont le côté 
est égal à Tunité : c'est ce que la fig. loa rend sensible'. 
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On confond assez souvent en géométrie le produit 
de deux lignes avec leur rectangle ^ et cette expres- 
sion a même passé en arithmétique pour désigner le 
produit de deux nombres inégaux, comme on emploie 
celle ^ quarré pour exprimer le produit d'un nombre 
multiplié par lui-même. 

Les quarrés des nombres i , 2 , 3 , etc. , sont i , 4» 
9, etc.- Aussi voit- on que le quarré fait sur une ligne 
double est quadruple ; ^ur une ligne triple , il est neuf fig. j(à. 
fois plus grand, et ainsi de suite. 

PROPOSITION V. 

• I 

THÉOEEME. 

IJuire d^un parallélogramme quelconque est 
égale au produit de sa hase par sa liauteur. 

Car le parallélogramme ABCD est équivalent au fig. 97. 
rectangle ABEF , qui a même base AB et même hau- 
teur BÈ*; or celui-ci a pour mesure ABxBE**: *i,**4. 
Donc ABxBE est égal à Taire du parallélogramme 
ABCD. 

Corollaire. Les parallélogranimes de même base 
sont entre eux comme leurs hauteurs , et les parallé- 
logrammes dé même hauteur sont entre eux comme 
leurs bases; car A^ B, G, étant trois grandeurs quel* 
€onqueS| on a généralement AxC:BxG::A:B. 

PROPOSITION VL 

THEOREME. 

Vaire dun triangle est égale au produit de 
sa base par la moitié de sa hauteur. 

Car le triangle ABC 'est la moitié du parallélo- fig.io^. 
gramme ABGË^ qui a même base BG ^et même 
bauteur AD^ : or, la surface du parallélogramme « ^^ 

5. 



es cioÈLiTKllÉ. 

*^- = BC X AD*; donc celle du triangle=^BC X AS 
ou BC X 7AD. 

Corollaire: Deux triangles de même hauteur sont 
entre eux comme leurs bases, et deux triangles de 
même base sont entre eux comme leurs hauteurs. 

PROPOSITION VIL 



A 



THEOR£M£i 



«g 10^. L'aire du trapèze ÂBCD est égale à sa hau* 
teur EF, multipliée par la demi -somme des 
bases parallèles , AB, CD* 

Par le point I^ milieu du côté GB, menez KL pa« 
rallele au côté opposé AD, et prolongez DC jusqu'à 
la rencontre de KL. 

Dans les triangles IBL, ICK, on a le côté ÏB=ICl 

par construction , langle LIB = CIK , et . Tanglè 

*iî.r. IBL=ICKj puisque CK et BL sont parallèles^,* 

* 7, I. donc ces triangles sont égaux * ; donc le trapèze 

ABCD est équivalent au parallélogramme ADKL^ et 

il a pour mesure Ef* x AL. 

Mais on a AL=DK, et puisque le triangle IBL 
est égal au triangle KCI, le côté BL = CK; donc 
AB+CD=AL + DK=t=2AL, et ainsi AL est la 
demi -somme des bases AB, CD; ddiic enfin Taire 
du ti^apeze ABCD est égale' à la hauteur EF multi- 
pliée par la demi-sottimé des bases AB,' CD, ce qui 

s'exprime ainsi: ABCD =ËFx ( — Y 

Scholie. Si par le point I, milieu de BC, on mené 
IH, parallèle à la base AB, le point H sera aussi le 
milieu de AD, car la figure AHIL est un parallélo- 
gramme, ainsi que DHIK^ puisque les côtés opposés 
sont parallèles : on a donc AH=IL et DH=IK; or, 
1L=IK, puisque les triangles BIL, CIK, sont égaux; 
doncAH=DH* 
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On peut rçmairquer que la ligne HI= AL = 

— '^ ; donc Faire du trapçze peut s'exprimer aussi 

par EF X HI : elle est donc égale à la hauteur du 
trapèze multipliée par la ligne qui joint les milieux 
des côtés non parallèles. 

PROPOSITION VIII. 



A 



THEOREME. 



Si une ligne AC est divisée en deux parties AB, ^s ^^' 

BC , le quarré fait sur la ligne entière AQ co/2- 

tiendra le quarréfait sur une pqrtie AB , plus le 

quarré fait sur Vautre partie BC , plus deux 

fois le rectangle compris sous les deux parties AB, 

BC, cç qu'on exprime ainsi, AÇ ou (AB-frBC) 

= AB + BC + 2 AB X BC. 

Construisez le quarré ACDE, prenez AFizrAB, 
menez FG parallèle à AC , et BH parallèle à AE. 

Le quarré ABCD est divisé en quatre parties : la 
première ABEF est la quarré fait sur AB , puisqu'on 
a pris AF=AB: la seconde IGDH est le quçirré fait 
sur BCf car puisqu'on a AÇ=:AE, et AB=AF, la 
différence AC — AB est égale à la différence AE — 
AF, ce qui donne BG=IJF; mais à cause des paral- 
lèles IG=BC, et DG=EF, donc HIGD est égal au 
quarré fait sur BÇ. Ces deux pajrties étant retran- 
chées du quarré total , il reste les deux rectangles 
BCGI , EFIH , qui ont chacun pour mesure AB X BC 5 
4onc le quarré fait sur AC , etc. 

Scholie. Cette proposition revient à celle qu'on 
démontre en algèbre pour la formation du qua^i^é 
4W binôme, et qui est ainsi exprimée: 
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PROPOSITION IX. 

THBORBME. 

f fr Ï07- Si la ligne AC est la différence des deux ligna 
AB , BC , /e quarré fait sur AC contiendra k 
quarré de AB, p/l^ le quarré de BC , moins deux 
fois le rectangle fait sur AB et BC ; c^est-à-dire 

qu'on aura AC ou ( AB — BC) = ÂB V BC'— 
2 AiB X BC. 

Construisez le quarré ABIF , prenez AE=:AC, 
menez CG parallèle à BI , HK parallèle à AB, et ache- 
vez le quarré EFLK. 

Les deux rectangles CBI6, GLKD, ont chacun poar 
mesure AB x BC : si on les retranche de la figure en- 
tière ABILKEA, qui a pour valeur AB + BC, il est 
clair qu'il restera le quarré ACDE , donc , etc. 

Scholie, Cette proposition revient à la formule d'al- 
gèbre {d — ^)' = a* + ^' — 7,ab. 

PROPOSITION X. . 

THÉOREMS. 

Le rectangle fait sur la somme et la différence 

de deux lignes y est égale à la différence des 

(îg To8. quarrés de ces lignes: ainsi on a (AB-l-BC) X 






(AB— BC)=AB— BC. 

Construisez sur AB et AC les quarrés ABIF, 
ACDE ; prolongez AB d'une quantité BK = BC , et 
achevez le rectangle AKLE. 

La base AK du rectangle est la somme des deux 

* ignés AB, BC , sa hauteur AE est la différence 

de ces mêmes lignes ; donc le rectangle AKLE= 

(AB + BC) X (AB— BC). Mais ce même rectangle 

9st composé des deux parties ABHE -|- B^LK ; et 



LIYRB III. 71 

la partie BHLK est égale au rectangle EDGF , car 
BH=DE et BK=EF; donc AKLE=l\BHE+EDGF. 
Or, ces deux parties forment le quan^é ABIF moins 
le quarré DHIG , qui est le quarré fait sur BC ; donc 

enfin (AB+BC) X (AB— BC)=ÂB— BC.' 

Sckolie, Cette proposition revient à la formule 
d'algèbre {a-^b) (a — i)=:a'* — b*. 

PROPOSITION XI. 



\ 



THEOREME. 



Le quarré fait sur V hypoténuse d'un tiiangle 
rectangle est égal à la somme des quarrés faits • 
sur les deux autres côtés. 

Soit ABC un triangle rectangle en A : ayant formé fig» 109^ 
des quarrés sur les trois côtés, abaissez 4^ Tangle 
droit sur l'hypoténuse la perpendiculaire AD que 
▼ous prolongerez jusqu'en E ; tirez ensuite les diago- 
nales AF, CH. 

L angle ABF est composé de l'angle ABC plus l'an- 
gle droit CBF : l'angle CBH est composé du même 
angle ABC plus l'angle droit ABH ; donc l'angle ABF 
= HBC. Mais AB=BH comme côtés d'un même 
quarré, et BF=BC par 4a même raison ; donc les 
triangles ABF , HBC , ont un angle égal compris entre 
côtés é^aux ; donc ils sont égaux*. *^6, r. 

Le triangle ABF est la moitié du rectangle BDEF , 
(ou pour abréger BE) qui a même base BF et même 
hauteur BD *. Le triangle HBC est pareillement la ♦pr. 2I 
moitié du quarré AH; car l'angle BAC étant droit 
ainsi que BAL , AC et AL ne font qu'une mêm^e 
ligne droite parallèle à HB; donc le triangle HBC et 
le quarré AH, qui ont la base commune BH, ont 
aussi la hauteur commune AB ; donc le triangle est 
la «moitié du quarré. 



* i 



J1 eKOXBTRIX. 

On a dëja prouvé que le triangle ABF est ëgal ra 
triangle HBG; donc le rectangle BDEF, douUe da 
triangle ABF, est équivalent au quarré AH, doublt 
du triangle HBG. On démontrera de même que le ree- 
tangle CDËG est équivalent au quarré AI ; mab kl 
deux rectangles BDEF, CDEG, pris ensemble, font le 
quarré BCGF ; donc le quarré BCGF , fait siur lliypo* 
ténuse , est égal à la somme des quarrés ABHL, AdK, 
faits sur les deux autres côtés; ou, eux d'autres termes, 

BC=XB4-Âc' ' 

Corollaire I. Donc le quarré dun des côtés de' 
l'angle droit est égal au quarré de Thypotéause moins 
le quarré de lautrç côté, ce qu'on exprime amsi: 

AB=BC— ÂC. 
fig;.j^s. Corollaire H. Soit ABCD un quarré, AD sa dia- 
gonale; le triangle ABC étant rectangle et isoscele, 

on aura AC2r=AB+BC=2AB ; donc lé quant 
fait sur la diagoruUe AG est double du quarré fait 
sur le coté AB. 

On peut rendre sensible cette propriété en menant 
par les points A et C des parallèles à BD, et par les 
points B et D des parallèles à AG : on formera ainsi 
un nouveau quarré EFGH qui sera le quarré de AC. 
Or , on voit que EFGH contient huit triangles égaux 
à ABE , et que ABCD en contient quatre ; donc le 
quarré EFGH est double de ABCD. 

Puisque AC : AB : : 2 : i , on a , en extrayant la ra- 
cine quarrée , AC : AB : : V/'a : i ; donc la diagonale 
d'un quarré est incommensurable avec son cote, 

Cest ce qu'on développera davantage dans une autre 

occasion. 

«g.icg. Corollaire III. On a démontré que le quarré AH 

est équivalent au rectangle BDEF ; or , à cause de \\ 

hauteur commune BF , le quarré BCGF est au rec-r 
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^Dgle BDEF comme la base BG est à la base BD ; 
donc , 

BC' : AB': : BC : BD. 
Donc le quarré de rhfpoténuse est au quarré d'un 
des cotés de Fangle droit comme Vhypoténuse est au 
segment adjacent a ce coté. On appelle ici segment la 
partie de ITiypoténuse déterminée par *a perpendicu- 
laire abaissée de l'angle droit ; ainsi BD est le segment 
adjacent au côté ÂB, et DC est le segment adjacent au 
côté AG. On aurait semblablement , 

BC' : Xc\- : BC : CD. 
Corollaire IV. Les rectangles BDEF, DCGE, ayant 
aussi la même hauteur, sont entre eux comme leurs 
bases BD, CD, Or, ces rectangles sont équivalents aux 

quarrés AB , AC ; donc , 

Âb': AC":: BD : DG. 
Donc les quarrés des deux côtés de Vangle droit sont 
entre eux comme les segments de ^hypoténuse adja^ 
cents a ces côtés, 

■ 

PROPOSITION XII. 

THEOREME. 

Dans un triangle ABC, si C angle G est aigu, fig"04 
le quarré du côté opposé sera plus petit que la 
somme des quarrés des côtés qui comprennent 
f angle C ; et si Von abaisse AD perpendiculaire 
sur BC , la différence sera égale au double du 
rectangle BD x CD ; de sorte qu'on aura y 

ÂB=ÂC + BC— aBCxCD. 
n y a deux cas. i*^ Si la perpendiculaire tombe au- 
dedans du firi^ngle ABC , on aura BD=BC — CD, 

et par consécpient * BD W: BC 4- CD — 2 BC X CD. * 9- 
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y 4 GiOMETAIE. 

'ajoutant de part et d'autre ÂD, et observant q»e|L 

les triangles rectangles ABD , ADC , donnent AD+ 

Bb=ÂB et ÂD4-DC=ÂC, on aura ÂB=BC+ 

ÂC — alK^xCD. 

a^ Si la perpendiculaire AD tombe hors du triangle 
ABC , on aura BD=CD — BC , et par conséquent* 

BD = GD 4- BC — 2 CD X BC. Ajoutant de part et 

d autre AD, on en conclura de même, 

ÂB = BC +ÂC — 2 BC X CD. 

PROPOSITION XIIL 
theoueme. 

^ "*• Dam un triangle ABC, si l'angle G est ohtas, 
le quatre du côté opposé AB sera plus grand 
que la somme des quarrés des côtés qui com- 
prennent V angle C , et si on abaisse AD perpen- 
diculaire sur BC, la différence sera égale au 
double du rectangleBC x CD, desorte qu'onaura, 

ÂB = ^ + BC + 2 BC X CD. 

La perpendiculaire ne peut pas tomber au-dedans 

du triangle; car si elle tombait, par exemple, en E, 

le tiiangle ACE saurait à-la-fois langle droit E et 

*a7,i. Tangle obtus C, ce qui est impossible*; donc elle 

tombe au-dehors, et on a BD=BC+CD. De là 

♦8. résulte * BD = BcV CD V 2 BCxCD. Ajoutant de 

part et dautre AD et faisant les réductions comme 

dans le théorème précédent , on en conclura AB 

= BC4-ÂG4-2BCxCD. 

Scholie. Le triangle rectangle est le seul dans le- 
quel la somme des quarrés de deux côtés soit ^ale 
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au quarré du troisième ; car si l'angle compris par ces 
côtés est aigu , la sommée de leurs quarrés sera plus 
grande que le quarré du côté opposé ; s'il est obtus^ 

elle sera moindre. 

-• • 

PROPOSITION XIV. 

THEOREME. 

Dans un triangle quelconque ABC, si on mené ^s- "»• 
du sommet au milieu de la base la ligne AE , je 

dis qu'on aura AB-h AC=î2 AE + 2BE. 

Abaissez la perpendiculaire AD sur la base BC, le 
triangle AEC donnera par le théorème xii , 

ÂG=Â1+ËC— aECxED. 
JiC uiangle ABE donnera par Ife théorème xm ^ 

;Sb=ÂÊ +ÈbV 2 EB X ED. 
Donc, en ajoutant et obseiTant que EB — EC, on aur(!> 

ÂB 4- AC = 2 ÂÊV 2 m 

Corollaire. Donc, dans tout parallélogramme ^ la 
somme des quarrés des cotés est égale a la somme des 
quarrés des diagonales. 

Car les diagonales AC, BD, se coupent mutuelle- fig.n3. 
ment en deux parties égales au point E*; ainsi le *3a,f 
triangle ABC donne , 

AB V BC = 2 ÂÊ + 2 Be! 
Le triangle ADC donne 'pareillement, 

AD4-DC=2ÂÊV2DÊ! 
Ajoutant membre à membre , en observant que BE=: 
DE , on aura , 

4bVâdVdcVbc=4ÂêV4d1! 

Mais 4 AE est le quarré de 2 AE ou de AC ; 4 DE 
est le quarré de BD ; donc la somme des quarrés des 
côtés est égale à la somme des quarrés des diagonale^, 
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PROPOSITION XV. 



THÉORÈME. 



♦au 



*«•"*• Za iigne DE, menée parallèlement -à la base 
d'un triangle ABC , divise les côtés AB , AC, 
proportionnellement; de sorte qu'on a AD : DB 
: : AE ; EC. 

Joignez BE et DC; les deux triangles BDE, DEC, 
ont même base DE ; ils ont -aussi même hauteur, 
puisque les sommets B et G sont situés sur une, paral- 
lèle £^ la base; donc ces triangles sont équivalents*. 

Les triangles ADE, BDE, dont le sommet commun 
> est E , ont même hauteur et sont entre eux comme 
* ^' leurs bases AD , DB * ; ainsi on a , 

ADE : BDE : : AD : DB, 

Les triangles ADE, DEC, dont le sommet commun 
est D, ont auàsi même hauteur, et sont entrç eux 
comme leurs bases AE , EC ; donc, 

ADE : DEC : : AE : EC. 

Mais le triangle BDE=^DEC; donc, à cause du 
rapport commun dans ces deux proportions^ on en 
conclura AD : DB : : AE : EC. 

Corollaire I. De là résulte componendo AD-f-DB: 
AD : : AE + EC : AE, ou AB : AD : : AC : AE, et aussi 
AB : BD : : AC : CE. 
É3M15. Corollaire II. Si entre deux droites AB, CD, on 
mené tant de parallèles qu'on voudra AC, EF, GH, 
BD, etc., ces droites seront coupées proportionnelle-- 
ment, et on aura AE : CF : : EG : FH : : GB : HD. 

Car soit O le point de concours des droites AB ^ 
CD; dans le triangle OEF, où la ligne AC est menée 
parallèlement à la base EF , on é^ura OE : AE : : OF : 
CF, ou OE : OF : : AE : CF. Dans le triangle OGH, on 
^ura semblablement OE : ËG : : OF : FH, ou OE : OF 

EG ; FH ; donc , à cause du rapport commua y^ 
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OE:OF, ces deux proportions donnent AE:CF:: 
EG : FH. On démontrera de la même manière que EG : 
FH ::GB:HD, et ainsi de suite; donc les lignes AB, 
CD y sont coupées proportionnellement par les paral- 
lèles EF, GH, etc. 

PROPOSITION XVI. 

THEOREME. 

Réciproquement si les côtés AB , AC , sont cou* fie* "* 
pés proportionnellement par la ligne DE , en 
sorte quon ait AD : DB : : AE : EG , je dis que la 
ligne DE sera parallèle à la base BC. 

Car si DE n'est pas parallèle à BC , supposons que 
ÏX) en soit une; alors ^ suivant le théorème précé- 
dent, ou aura AD:BD::AO:OC. Mais,' par hypo- 
thèse , AD : DB : : AE : EC ; donc on aurait AO : OC :i 
AE:EC; proportion impossible, puisque d'une part 
\ Vantécéderit AE est plus grand que AO , et que de 
^ l'autre le conséquent EC est plus petit que OC ; donc 
la parallèle à BC menée par le point D ne peut diffé- 
rer de DE ; donc DE est cette parallèle. 

Sckolie. La même conclusion aurait lieu si on sup- 
posait la proportion AB: AD:: AC:AE. Car cette pro- 
portion donnerait AB — AD:AD::AC — AE:AE, ou 
BD:AD::CE:AE. 

PROPOSITION XVII. 



A 



THEOREME. 



La ligne AD , qui divise en deux parties égales fig. îi7i 
î angle BAC d'un triangle , divisera la base BC 
m deux segments BD , DC, proportionnels aux 
côtés adjacents AB, ACj de sorte qu'on aura 
BD:DC::AB:AC. 
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Par le point C menez CE parallèle à AD jusqu'à k | 
rencontre de BA prolongé. 

Dans le triangle BCE , la ligne AD est parallèle il 
♦ i5. base CE ; ainsi on a la proportion * , 

BD:DC::AB:AE. 
Maïs le triangle ACE est isoscele ; car, à cause des 
parallèles AD, CE, langle ACE=DAC, et Tangb 
*23.i. AEC=BAD * : or, par hypothèse, DAC=BAD} 
♦i3, 1. donc l'angle ACE=AEC, et par suite AE=AC*; 
substituant donc AC à la place de A£ dans Upropoi^ 
tion précédente, on aura^ 

BD:DC::AB:AC, 

PROPOSITION XVIII. 



A 



THEOREME. 



Deux triangles équiangles ont tes côtés honuh 
logues proportionnels et sont semblables, 
fig. iro. Soient ABC, CDE, deux triangles qui ont les an- 
gles égaux chacun à chacun, savoir BAC = CDE, 
ABC=DCE, et ACB=DEC;je dis que les côtes 
homologues ou adjacents aux angles égaux, seront 
proportionnels, de sorte qu'on aura BC;CE:;ÀB: 
CD::AC:DE. 

Placez les côtés homologues BC, CE, dans la même 
direction, et prolongez les côtés BA, ED, jusqu'à ce 
• qu ils se rencontrent en F. 

Puisque BCE est une ligne droite, et que l'angle 

♦a3, 1. BCAz=CED, il s'ensuit que AC est parallèle à DE*. 

Pareillement, puisque l'angle ABC=DCE, la hgne 

AB est parallèle à DG ; donc la figure ACDF est un 

parallélogramme. 

Dans le triangle BFE la ligne AC est parallèle à la 
base FE, ainsi on a BC:CE::BA:AF*. A la place de 
AF mettant son égale CD, on aura , 

BG:CE::BA:CD. . 



*I3. 
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LIVRE lït. «(^ 

Dans le même triangle BFE, si on regarde BF 
omme la base, CD est une parallèle à cette base, et 
►n a la proportion BC:CE::FD:DE. A la place de 
<^D mettant son égale AG, on aura, 

BC:CE::AC:DE. 
Enfin de ces deux proportions qui contiennent le 
même rapport, BC:CË, on peut conclure aussi, 

AC:DE::BA:CD. 
Donc les triangles équiangles BAC , CDE , ont les / 
::ôtes homolc^ues proportionnels : mais, suivant la . 
iéfinition II, deux figures sont semblables ^ lorsque 
slles ont à-la-fois les . angles ëgaux chacun à chacun , 
Bt les côtes homologues proportionnels; donc les 
triangles équiangles BAC, CDE, sont deux figures 
semblables. 

. Corollaire. Poiu" que deux triangles soient sembla- 
bles, il suffit quiÈ aient deux angles égaux chacun à 
chacun , car alors le troisième sera égal de part et 
d'autre^ et les deux triangles seront équiangles. 
. SchoUe. Remarquez que, dans les triangles sem-» 
blables, les côtés homologues sont opposés à des 
angles égaux; ainsi l'angle ACB étant égal à DEC , le 
côté AB est homologue à DC ; de même AC et DE sont 
homologues comme étant opposés aux angles égaux 
ABC, DGË : les côtés homologues étant reconnus , on 
fonne aussitôt les proportions : 

AB:DC::AC:DE::BC:CE. 

PROPOSITION XIX. 

' THÉORÈME. 

Deux triangles qui ont les côtés homologues 
proportionnels^ sont équiangles et semblables. 

Supposons qu on ait BC : EF : : AB : DE : : AC : DF ; Cg i^o 
je dis que les triangles ABC , DEF, auront les angles 
«jaux, saToir, A=D, B==:E, C=:F. 
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8d géométrie. 

Faites au point E Tahgle FEG=:B et au point F 
l'angle EFG=G, le troisième G sera égal au troi« 
sieme Â ^ et les deux triangles ABC , EFG y seiom 
ëquiangles ; donc on aura par le théorème précédent 
BC:EF::AB:EG : mais, par hypothèse, BC:EF:: 
AB: DE; donc EG=DE. On aura encore, parle \ 
même théorème, BC :EF : : AC : FG , or on a, par hy« 
. pothese , BC : EF : : AC ; DF ; donc FG == DF ; donc 
les triangles EGF, DEF, ont les trois côtés égaux 

*"f X. chacun à chacun; donc ils sont égaux*. Mais, par 
construction , le triangle EGF est équiangle au trian* 
gle ABC ; donc aussi les triangles DEF , ABC , sont 
équiangles et semblables. 

Scholie L On voit par ces deux dernière^ proposi» 
tions, que dans les triangles, légalité des angles est 
une suite de la proportionnalité des côtés, et ré* 
ciproquement , de sorte qu'une de ces conditions 
suffit pour assurer la similitude des triangles. Il n'en 
est pas de même dans les figures de plus de trois 
côtés; car, dès qu'il s'agit seulement des quadrila- 
tères, on peut, ^ans changer les angles, altérer la 
proportion des côtés , ou , sans altérer les côtés , 
changer les angles; ainsi la proportionnalité des 
côtés ne peut être une suite de l'égalité des angles, ni 

%. lai. ^ice "versâ. On voit, par exemple, qu'en menant EF; 

parallèle à BC, les angles du quadrilatère AEFD 

sont égaux à ceux du quadrilatère ABCD ; mais la 

proportion des côtés est différente : de même , sans 

changer les quatre côtés AB, BC, CD, AD, on peut 

rapprocher ou éloigner le point B du point D , ce qui 

altérera les angles. 
.Scholie II. Les deux propositions précédentes qui 

n'en font proprement qu'une, jointes à celle du 

quarré de l'hypoténuse , sont les propositions les plus 

importantes et les plus fécondes de la géométrie; 

«lies suffisent presque seules à toutes les application^ 



tX à la résolution de tous les problèmes : là raison en 
est que toutes, les figures peuvent se partager en 
triangles , et un triangle quelconque en deux trian- 
gles rectangles. Ainsi les propriétés générales des 
triangles renferment implicitement celles de toutes 1^ 

PROPOSITION XX. 

THEOREMES 

Deux triangles qui ont un angle égal compris 
entre côtés proportionnels , sont semblables. 

Soit Fangle A = D , et supposons qu'on a AB : fig* ^^u 
DE : : AC : DP ; je dis que le triangle ABC est sem- 
blable à DEF. . 

Prenez AG r= DE et menez GH parallèle à BC , 
Tangle AGH sera égal à l'angle ABC*; et le triangle *a3.i. 
AGH sera équiangle au triangle ABC ; on aura donc 
AJB : AG ; : AC : AH : mais , par hypothèse , A.B : DE : : j 
AC:DF, et par construction AG = DE ; donc AH=: 
DF. Les deux triangles AGH , DEF , ont donc un 
angle égal compris entre côtés égaux ; donc ils sont 
égaux. Or le triangle AGH est semblable à ABC; douG 
DEF est aussi semblable à ABC% 

PROPOSITION XXI. 



THEOREME» 



Deux triangles qui ont les côtes homologues 
parallèles y ou qui les. ont perpendiculaires cha^ 
cun à chacun , sont semblables. 

Car, 1° si le côté AB est parallèle à DE , et BC à % ia3. 
EF , l'angle ABC sera égal à DEF* ; si de plus AC est *a6. i, 
parallèle à DF ^ l'angle AGB sera égal à DFE , et aussi 

Onz, éd^ 6 



BAC à EDF : donc les triangles ABC, Ï)EF, sont 
équiangles ; donc ils sont semblables. 

«g. 124. 2" Soit le côté DE perpe'hdiculaire à AB, et le 
côté DF à AG ; dans le quadrilatère AIDH les deux 
angles I et H seront droits ; les quatre angles Talent 

* 28, I. ensemble quatre angles droits *^ donc les deux res^ 
tants lAH , IDH , valent deux angles droits. Mais le» 
deux angles EDF , IDH , valent aussi deux angles 
droits; donc l'angle EDF est égal à lAH ou BAC: 
pareillement si le troisième côté EF est perpendi* 
culaire au troisième BC , on démontrera que Fangle 
DFE=C, et DEF=B ; donc les deux triangles ABC, 
DEF, qui ont les côtés perpendiculaires chacune 
chacun , sont équiangles et semblables. 

Sckolie. Dans le cas des côtés parallèles , - les côtés 
homologues sont les côtés parallèles, et, dans celui 
des côtés perpendiculaires , ce sont les côtés perpen-. 
diculaires. Ainsi, dans ce dernier cas, DE est honuh 
logue à AB, DF à AC, et EF à BC. 

Le cas des côtés perpendiculaires pourrait ofifrir 
une situation relative des deux triangles , différente 
de celle qui est supposée dans la fig. 124; mais Téga- 
lité des angles respectifs se démontrerait toujours, 
soit par des quadrilatères tels que AIDH, dont deux 
angles sont droits , soit par la comparaison de deux 
triangles qui , avec des angles opposés au sommet , 
auraient chacun un angle droit : d'ailleurs on pour- 
rait toujours supposer qu'on a construit au-dedans 
du triangle ABC un triangle DEF, dont les côtés 
seraient parallèles à ceux du triangle comparé à ABC^ 
et alors la démonstration rentrerait dans le cas de la 
fig. 124. 
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PROPOSITION xxir. 



THEOREME. 



Les lignes AF, AG^ etc., menées comme on vou-^ fig. 125 
dra par le sommet d'un triangle, divisent propor- 
tionnellement la base BC et sa parallèle HE, de 
sorte qu'on a Dl : BF : : IK : FG : : KL :GH , etc. 
Car, puisque DI est parallèle à BF, le triangle 
ADI est équiangle à ABF, et on a la proportion 
DI:BF :: AI: AF ; de même IK étant parallèle à FG, 
on a AI:AF:: IK:FG ; donc», à cause du rapport 
commun AI : AF, on aura DI : BF : : IK : FG. On trou- 
vera semblablement IK:FG:: KL:GH, etc.; donc la 
ligne DE est divisée aux points I , K , L , comme la 
base BC Test aux points F, G, H. 

Corollaire. Donc , si BC était divisée en paities 
égales aux points F, G, H, la parallèle DE serait di- 
visée de même en parties égales aux points I, K, L. 

PROPOSITION XXIII. 



THEOREME, 



Si de V angle droit k d'un triangle rectangle on ^^ ^^^ 
abaisse la perpendiculaire AD sur V hypoténuse; 
lo Les deux triangles partiels ABD, ADC, 
seront semblables entre eux et au triangle total 
ABC; 

a® Chaque coté AB ou AC sera moyen pro- 
portionnel entre ^ V hypoténuse BC et le segment 
adjacent BD ou DC ; 

3<> La perpendiculaire kH sera moyenne pro- 
portionnelle entre les deux segments BD, DC. 

Car, i** le triangle BAD et le triangle BAC ont 
l'angle commun B ; de plus langle droit BDA est 
égal à langle droit BAC ; donc le troisième angle 
BAD àe l'un est égal au troisième C de Tautre \ donc 

6. 
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ces deux triangles sont équiangles et semblables. Ou 
démontrera de même que le triangle DAG est sem- 
blable au triangle BAC ; donc les trois triangles sont 
ëquiangles et semblables entre eux. 

2? Puisque le triangle BAD est semblable au trian- 
gle BAC, leurs côtés homologues sont proportionnek 
Or, le côté BD dans le petit triangle est homologue 
à BA dans le grand , parce qu^ils sont opposés à des 
angles égaux, BAD, BCA; l'hypoténuse BA du petit 
est homologue à Thypoténuse BC du grand ; donc on 
peut former la proportion BD : BA :: BA : BC, On 
aurait de la même manière DC:AC:: AG:BC; donc, 
a*' chacun des côtés AB , AC , est moyen propor- 
tionnel entre Thypoténuse et le segment adjacent a 
ce côté. 

3^ Enfin la similitude des triangles ABD, ADC, 
donne , en comparant les côtés homologues , BD: 
AOxAD:DC; donc, 3® la perpendiculaire AD est 
moyenne proportionnelle entre les sqgments BD, DG 
de l'hypoténuse. 

Scho/ie. La proportion fiD:AB::AB:BC donne, 
en égalant le produit des extrêmes à celui des moyens, 

ÂbWbDxBC. On a de même AC'—DCxBC, 

donc AbVÂG=BDxBC + DCxBC; le second 
membre est la même chose que (BD4-DC)xBC, 

et il se réduit à BC X BC ou BC 5 donc on a AB 

+ AG = BC ; donc le qiiarré fait sur rhypoténuse 
BC est égal à la somme des quarrés faits sur les deux 
autres côtés AB , AC. Nous retombons ainsi sur la 
proposition du quarré de Ihypoténuse par une voie 
très-différente de celle que nous avions suivie ; d'où 
Ton voit qu'à proprement parler , la proposition du 
quarré de Ihypoténuse est une suite de la propor- 
tionnalité des côtés dans les triangles équianglcs. 
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Ainsi les propositions fondamentales de la géométrie 
se réduisent, pour ainsi dire, à celle-ci seule, que 
les triangles équiangles ont leurs côtés homologues 
proportionnels. 

n arrive souvent , comme on vient d'en voir un 
exemple ,' qu'en tirant des conséquences d une ou de 
plusieurs propositions , on retombe sur des proposi- 
tions déjà démontrées. En général ce qui caractérise 
particulièrement les théorèmes de géométrie, et ce 
qui est une preuve invincible de leur certitude , c'est 
qu'en les coinbiiîant ensemble d'une manière quel- 
conque, pourvu qi/on raisonne juste, on tombe 
toujours Sur des résultats exacts. Il n'en serait pais de 
même si quelque proposition était fausse , ou n était 
Traie qu à-peu-près ;• il arriverait Souvent que , par 
la combinaison des propositions entre elies, Teneur 
«accroîtrait 'et deviendrait sepsible^ Cest ce dont on 
Toit des exemples dans toutes les démonstrations où 
nous nous servons delà, réduction à Pabsuide. Ces 
démonstrations , où Fon a pour but de prouver que 
deux quantités sont égales, consistent à faire voir que, 
s*il y avait entre elles la moindre inégalité , on serait 
conduit par la suite des raisonnements à une absur- 
dité manifeste et palpable ; d'où l'on est obligé de 
conclure que ces deux, quantités sont égales. 

Corollaire, Si d'un point Â de la circonférence on %. 127. 
mené les deux cordes AB , AC , aux extrémités du 
diamètre BG , le triangle BAC sera rectangle en A * > * 18, a. 
donc , i,^ la perpendiculaire AD est moyennfi propor^ 
tioruielh entre les deux segments BD, DC, du dia-^ 

mètre , ou , ce qui revient au même , le quarré AD 
est égal au rectangle BHx BC. 

2** La corde AB est moyenne proportionnelle entre 
Ife diamètre BC et le segment adjacent ^H ^ ou, ce 

çii revient au même, AB'=BD X BG. On a sem^ 
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blablément Âc'=CDxBC ; donc ABiÂc'rBDrDC; 

et si on compare ÂB à BC, onaura AB:BG::BD:BC; 

on aurait de même AC:BC:rDC:BC. Ces rapporte 
des qiiarrés des côtés, soit entre eux, soit.aTec k 
quarré dé l'hypoténuse, ont été déjà donnés danskf 
.corol. III et IV de la prop. xi. 

PROPOSITION XXIV. 

THl&OHâHK. 

Deux triangles qui ont un cingle égal soni 

entre eux comnje le^. rectangles, des côtés qui 

É". laS. comprennent Van'gle égal. Ainsi le triangle ABC 

est au triangle ADE comme le rectangle ABy^kC 

est au rectangle ADx AE. 

Tirez BE ; les deux triangles ABE , ADE , dont le 
sommet commun est E , ont même hauteur, et sont 
* ^' entre eux comme leurs bases AB,' AD* ; donc, 

ABE:ADE::AB:AD. 
On a de même, 

ABCiABE:: AC:AE. 
Multipliant ces deux proportions par ordre, et omet* 
tant le commun terme ABE , on aura , 

ABC:ADE::ABxAC:ADxAE. 
Corollaire, Donc les deux triangles seraient équi- 
valents , si le rectangle AB X AC était égal au rectan- 
gle ADxAE, ou si on avait ABrAD:: AE:AC, ce 
qui aurait lieu si la ligne DC était parallèle à BE. 

i 
PROPOSITION XXV. 

THEOREME. 

Deux triangles semblables sont entre euit 
comme les quarrés des côtés homologues. 
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Soit I angle A^rrD et rangl^3=^i d'abord à-cause gg. t%a. 
des angles égaux A et D, on aura , par la propos!-^ 
tion précédente, 

ABC:DEF::ABxAC:DExDr. , 

On a d'ailleurs, à cause delà similitude. des triangles^ 

AB:DE::AC:DF. . 
Et si on multiplie cette proportion terme à tepae par 
la proportion identique, 

AG:DF::AC:D1\ 
il en résultera , 

ABxAG:DExDF::AcVdf! 
Donc, 

ABC:DEF::ÂC:DFr 
Donc deux triangles semblables ^ABC , DEF, sont 
entre eux comme, les quarrés des côtés homologues 
AC, DF, ou comme les quarrés de deux autres côtés 
homologues quelconques. 

PROPOSITION XXVI. 

THEORBjBf.JI. 

Deux polygones semblables sont composés 
d^un même nombre de triangles semblables cha- 
cun à chacun et semblablement disposés. 

Dans le polygone ABCDE, menez d'un même angle fig. 12^^ 
A les diagonales AC, M) aux, autres angles. Dans 
l'autre polygone FGHIK, menez semblablement de 
l'angle F homologue à A, les diagonales FH, FI aux 
autres angles. 

Puisque les polygones sont semblablies , l'angle ABC 
est égal à son homologue FGH *, et de plus les côtés * déf. a* 
AB, BG, sont proportionnels aux côtés FG, GHj de- 
sorte qu'on a AB.FG:: BG:GH. Il suit de-là que les 
triangles ABC, FGH, ont un angle: égaL compris '. . 
entre côtés proportionnels; donc ils sont semida"* . 
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» ao. bles * ; donc fangle BGA est égal à GHF. Ces angles 
égaux étant retranchés des angles égaux BGD, GHI^ 
les restes ACD, FHI seront égaux : lAais puisque les 
triangles ABC, F6H sont semblables, on a AC: 
FH :: BC:GH; dailleun^, à cause de la similitude <fos 
• déf. 2, polygones * , BC : GH : : CD : HI ; donc AG : FH ::l 
CD:HI.: mais on a déjà vu que Tangle AGD=FHI; 
donc les triangles ACD, FHI, ont un angle égal com* 
pris entre côtés proportionnels , donc ils sont sem* 
blables. On continuerait de même à démontrer- la 
similitude des triangles suivants, quel que fut le nom- 
bre des côtés des polygones proposés ; donc deux 
polygones semblables sont composés dun .même 
nombre de triangles semblables et semblablement 
disposés. 

Scholie. La proposition inverse est également vraie : 
SI deux polygones sont composés (Tun mènie nombre, 
de triangles semblables et semblablement disposes ^ ces 
deux polygones seront semblables^ 

Car la similitude des triangles respectifs donnera 
l'angle AËG=FGH, BCA=GHF, AGD=FHI ; donc 
BGD=GHI, de même CDE=HIK, etc. De plu3, otk 
aura AB:FG :: BC:GH :: AC:FH :: CD:HI, etc. ; donc 
les deux polygones ont les angles égaux et les côté* 
proportionnels; donc ils sont semblables. 

PROPOSITION XXVII. 

* • i ■ 

\ 

, THEOREME. 

Les contours OU périmètres des polygones sem* 
blables sont comme les cotés homologuesy et leurs 
surfaces sont comme les quarrés de ces méînes 
cotes, 
te.xig. ^^ 1 i^ puisq^u'on a, par la nature des figures 
semblaUes, AB: FG :; BC;GH :: GO : HI, etc. , ©a 



peut conclure de ceue suite de rapports égaux : La 
somme des antécédents AB + BGt^-CD, etc., péri- 
mètre de la première figure, est à la somme des consé- 
quents FG+GH4-HI, etc. , périmètre de la seconde 
figpore , comme un antécédent est à son conséquent ^ 
ou comme le côté ÂB est à son homologue FG. 

2** Puisque les triangles ABC, FGH sont sembla- 
bles, on -a* ABC : FGH :: Âc'rFH; de même les ♦ a5. 
triangles semblables ACD, FHI, donnent ACD : FHl 

r:: AG : FH^ donc , à, cause du rapport commun 

AC:. FH, onà, 

ABC: FGH :: ACD: FHI. 
Par un raisonnement semblable on trouverait, 

ACD:FHI :: ADE:FIK; 
et ainsi de suite , s'il y avait un plus grand nombre 
de triangles. De -cette suite de rapports égaux on con- 
clura : La somme des antécédents ABC+ACD-^ADE, 
ou le polygone ABCDE , est à la somme des consé- 
quents FGH+FHI+Flk, ou au polygone FGHIK, 
comme un antécédent ABC est à spn conséquent 

FGH , ou comme AB est à FG ; donc lès surfaces des . 
polygones semblables sont entre elles comme les quar- 
rés des côtés homologues. 

Corollaire. Si on construit trois figures semblables 
dont les côtés homologues soient égaux aux trois 
cotés d'un triangle rectangle , la figure faite sur le 
grand côté sera égale à la somme des deux autres : 
car ces trois figures sont proportionnelles aux quarrés . 
de leurs côtés homologues ; or , le quarré de l'hypo- 
ténuse est égal à la somme des quarrés des deux autres 
côtés; donc^ etc. 
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PROPOSITION XXVIII. >' 

THÉORÈME. 

fig. i3o. Les parties de deux cordes AB, CD^ qui se 
coupent dans un cercle y sont réciproquetnent 
proportionnelles y c^est-à-dire qu^on a AO : DO 
::CO:ÔB. 

Joignez AC et BD-: dans les triangles ACO , BOD, 
les angles en O sont égaux comme opposés au som- 
ihèt ; l'angle A est égal à Fangle D, parce cpiil^ sont 
* *8, a. inscrits dans le même segment *; par lamêaie raison 
langleCrzzB; donc ces triangles sont semblables , et 
les côtés homologues donnent la proportioorACIrDO 
::CO:OB. 

Corollaire. On tire de-là AOxOB=isDOx.CO..\donc 
le rectangle des deux parties de lune des cordés est 
égal au rectangle des deux paities de Fautre. . * 

PROPOSITION XXIX. 



THEOREME. 



fie. i3i. ^l d'un même point O, pris hors du cercle^ on 
mené les sécantes OB, OC, terminées à Varc con- 
cave BC , les sécantes entières seront réciproque- 
ment proportionnelles à leurs parties extérieures^ 
c'est-à-dire qu'on aura OB : OC : : OD : OA. 

Car, en joignant AG, BD, les triangles OAC, OBD, 
♦ i8, 2. ont 1 angle O commun; de plus Tangle B=C*; donc 
ces triangles sont semblables ; et les côtés homologues 
donnent la proportion , 

OB:OC::OI>:OA. 
Corollaire. Donc le rectangle OAxOB, est égal au 
rectangle OCxOD. 

Scholie. On peut remarqulb que cette proposition 
a beaucoup d'analogie avec la précédente , et qu'elle 
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n'en diffère qu^n ce que les deux /cordes AB , CD, 
au Heu de se couper dans le cercle , se coupent 
au-dehors. La proposition suivante peut encore être 
regardée co^nme un cas particulier de celle-ci. 

PROPOSITION XXX. 

, THÉORÈME. 

Si d'un même point O pris hors du cercle on fig. i32. 
mené une tangente Qk. et une sécante OG, la 
tangente sera moyenne proportionnelle entre la 
sécante et sa partie extérieure; de sorte quon 
aura OC : O A :. : O A : CD ; bu , ce qui revient ait 

même, OA=OCxOD. 

Car, len joignant AD et AC, les triangles OAD, 
OAC, ont Fangle O commun ; de plus l'angle OAD, 
orme par une tangente et une corde *, a pour mesure * 191 a. 
la moitié de Tare AD, et l'angle C a la mêm^e mesure; 
donc l'angle OAD=C ; donc les deux triangles sont 
semblables, et on a la proportion, 

OC:OA::OA:OD, 

qui donne ÔÂ = OC X OD. 

PROPOSITION XXXI. 

THEOREME. 

Dans un triangle ABC , si on divise V angle A eh deux fig. i33. ' 
parties égales par la ligne AD, le rectangle des côtés AB, 
AC , sera égal au rectangle des segments BD, DC , plus au 
. quarré de la sécante AD. 

Faites passer une circonférence par les trois points A, B, 
G, prolongez AD jusqa*a la circonférence , et joignez CE. 

Le triangle BAD est semblable au triangle £AC \ car, par 
hypothèse, l'angle BAD = EAC ; déplus Tangle Bz=E, 
puisqu'ils ont tous deux pour mesure la moitié de Tare AC ; 
donc ces triangles sont semblables, et les côtés homologues 
tiennent la proportion BA : AE : : AD : AC ; de là résulte 
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BAXAC=AEXAD; mais AE=AIH-DE, et en mnlH^ 

pliant de part et d'autre par AD, on a AEX At) = AD>|- 
* a8. AD X DE ; d'ailleurs AD X DE=:BD X DC * ; ^onc enfini 

BA X AC =:Xd+BD X DC. 

PROPOSITION XXXIL 

THÉOR£M£. 

» ■ ■ • < 1 

lis- »34. Dans tout triangle ABC, le reètangTe des deux YiStéfAB'y. 
AC, est égal au rectangle compris par lé diamètre GE dtt 
cercle circonscrit et la perpendiculai/v AD abaissée sur le 
troisième côté BC. 

Car, en joignant AE, les triangles ABD, AEC^sont rec- 
tangles, l'un en D, l'autre en A; de plus Tàngle B::r:E*; dono 
ces triangles sont sembla)>les , e^ ils donnent la pcoportioit: 
AB:GE::AD:AC; d'où résulte ABxAC == CE X AD. 

Corollaire. Si on multiplie ces quantités égales par la> 
même quantité" BC, on aura AB-X AC X BC = CE X AD X BC. 
^' Or, AD X BC est le double de la surface du triangle *; donc 
le prryduit des trois côtés d^un triangle est égal à sa suîrftice- 
multipliée par le double dit dianietre du cercle circonscrit. 
Le produit de trois lignes s'appelle quelquefois un solide, 
par une raison qu'on verra ci-après. Sa valeur se conçoit 
aisément, en imaginant que les lignes sont réduites en nom- 
bres, et multipliant les nombres dont il. s'agit. 

Scholie, On peut démontrer aussi que la surface dUm 
triangle est égale a son périmètre multiplié par la moitié du 
rayon du cercle inscrit. 

Car les triangles AOB, BOC, AOC, qui ont leur sommet 
commun en O , ont pour hauteur commune le rayon du 
cercle inscrit ; donc la somme de ces triangles sera égale à 
la somme des bases AB, BC , AC , multipliée par la moitié 
du rayon OD ; donc la surface du triangle ABC est égale 
à son périmètre multiplié par la moitié du rayon du cercle 
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inscrit. 



PROPOSITION XXXIIl. 



THEOREME. 



Dans tout quadrilatère inscrit ABCD , le rectangle des lîg. 135. 
^dcux diagonales AC, BD, est égal à la somme des rectan- 
gles des côtés opposés, de sorte qu^on a 

ACXJ5D = ABXCD+ADXBC. 
Prenez Tare CO=AD , et tirez BO qui rencontre la dîa- 
•çonale AC en I. 

L'angle ABD=CBI, puisque Tun a pour mesure la moitié 
•de AD, et l'autre la moitié de CO égal à AD. L'angle ADB= 
BCI, parce qu'ils sont inscrits dans le même segment AOB; 
donc le triangle ABD est semblable au triangle ÎBC, et on a 
la proportion AD:CI::BD:BC ; d'où résulte ADXBC= 
Çl X BD. Je dis maintenant que le triangle Api est semblable 
au triangle BDC ; car l'arc AD étant égal à CO, si on ajoute 
de part et d'autre OD, on aura l'arc AO=DC; donc l'angle 
ABI=DBG; de plus l'angle BAIiz:BDC, parce qu'ils sont 
inscpitsdansle même segment; donc les triangles >ABÏ,DBC, 
sont semblables, et les «ô tés homologues donnent la propor- 
tion AB : BD : : AI : CD ; d'où résulte AB X CD = AI x BD. 

Ajoutant les deux résultats trouvés, et observant que 
AIxBD-VClxBD=<Al4-CI) xBD=ACxBDi,^on ^ura 
ADXBC+ABXCD=ACXBD. 

Scholie, On peut démontrer de la même manière un att- 
ire théorème sur le quadrilatère inscrit. 

Le triangle ABD semblable à BIC, donne la proportion 
BD:BC::AB:BI^ d'où résulte BIXBD = PCXAB. â on 
joint CO, le triangle ICO, semblable à ABI, sera semblable 
à BDC , et donnera la proportion BD:CO :: DClOI ; d'où 
résulte OIXBD=z:C0xDC , ou, à cause de CO=:AD, 
OIxBD=ADxDC. Ajoutant les deux résultats, et obser- 
vant que BÏXBD-i-OIxBD se réduit à BOxBD, on aura, 
BO X BD=zAB X BC+AD X DC. 
Si on ci\t pris BP = AD, et qu'on eût tiré CKP, on au- 
rait trouvé par des raisonnements semblables , 
CP X C A=AB X AD+BC X CD. 
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Mais Tare BP étant égal à CO , si on ajoute de part et 
d'autre BC, on aura l'arc CBP=BCO ; donc la corde CP 
est égale à la corde BO, et p^ conséquent les rectangles 
BO X BD et CP X CA sont entre eux comme BD est à CA ; 
donc, 

' BD:CA.::ABxBC-hADXDC:ADxAB4-BCxCD. 

Donc les deux diagonales d'un quadrilatère inscrit sont 
entre elles comme les sommes des rectangles des côtés qui 
aboutissent à leurs extrémités* 

Ces deux théorèmes peuvent servir à trouver les diago- 
nales quand on connaît les côtés. 

PROPOSITION XXXIV. 

THEOREME. « 

fig. i36. Soit P un point donné au dedans du cercle sur le rayon 
AC, et soit pris un point Ç^ au- dehors sur le prolongement 
du même rayon , de sorte qu *on ait CP : C A : : CA : CQ ; si 
d'un point quelconque M de la circonférence on mené aux 
deux points V etQ les droites MP, MQ, je dis que ces droi- 
tes seront par-tout dans un même rapport y et qu'on aura 
BIP:MQ::AP:AQ. 

Car on a, par hypothèse, CP:CA::CA:CQ ; mettant 
CM À la place de CA, on iaura CP:CM:: CM:CQ; donc les 
triangles CPM , CQM , ont un angle égal C compris entre 

* 20, 3. côtés propçrtionnels ; donc ils sont semblables *'y donc le 
troisième côté MP est au troisième MQ comme CP est à CM 
ou CA. Mais la proportion CP:CA::CA:CQ donne, divi- 
dendo, CP:CA::CA— CP:CQ— CA, ou CP:CA::AP:AQ, 
donc MP;MQ:: AP:AQ. 
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Problèmes relatifs au Livre III. 

PROBLEME PREMIER. 

Diviser une ligne droite . donnée en tant de 
parties égales qu'on voudra , ou en parties pro^ 
portionnelles à des lignes données. 

\* Soit proposé de diviser la ligne AB en cinq fig. lî;. 
parties égales ; par lextrémité A on mènera la droite ^ 
indéfinie AG, et prenant AC dune grandeur quel- 
conque , on portera AC cinq fois sur AG. On joindra 
le dernier point de division G et Textréinité B-par la 
ligne GB, puis on mènera CI parallèle à GB ; je dis 
que AI sera la cinquième partie de la ligne AB^ et 
qu'ainsi en portant AI cinq fois sur AB , la ligne AB 
sera divisée en cinq parties égales. 

Car, puisque CI est parallèle à GB, les côtés AG, 
AB, sont coupés proportionnellement en C et I *. Mais * ^5». 
AC est la cinquième partie de AG ^ donc AI est la cin. 
quieme partie de AB. 

q!* Soit proposé de diviser la ligne AB en parties fig. i38. 
proportionnelles aux lignes données P, Q,' R. Par 
l'extrémité A on tirera Tindéfinie AG, on prendra 
AC==:P, CD=Q, DE=R, on joindra les extrémiiés 
E et B, et par les points C , D , on mènera CI, DK , 
parallèles à EB ; je dis que la ligne AB sera divisée 
en parties^ AI , IK, KB, proportionnelles aux lignes 
données P, Q, R. 

Car, à cause des parallèles CI, DK, EB, les parties 
AI, IK, KB, sont proportionnelles aux parties AC, 
CD, DE *; et par construction celles-ci sont égales * i5. 
aux lignes données P, Q, R. 



PROBLEME II. 



Trouver une quatrième proportionnelle à trois 
lignes données A, B, G. 



9^ -GéoMETRIS. 

ûç. iSr. Tirez les deux lignes indéfinies DE, DF, sous un 
angle quelconque. Sur DE prenez DA= A et DB=B, 
sur DF prenez DC=G, joignez AC, et par le point 
B menez BX parallèle à AG ; je dis que DX sera h 
quatrième proportionnelle demandée : car, puisque' 
BX est parallèle à AC, on a la proportion DA:DB::i 
De jDX; or, les trois premiers termes de cette propor- 
tion sont égaux aux trois lignes données ; donc DX 
est la quatrième proportionnelle demandée. 

Corollaire. On trouvera de même une troisième 
proportionnelle aux deux lignes données A, B, car 
elle sera la même que la quatrième proportionnelle . 
aux trois lignes A, B^ B. 



PROBLEMB III. 



Trouver une moyenne proportionnelle entre 
deux lignes données AetB. 
t 4o. Sur la ligne indéfinie DF prenez DE==A, et ÈFnzB: 
sur la ligne totale DF comme diamètre décrivez la 
demi - circonférence DGF ; au point E élevez sur le 
diamètre la perpendiculaire EG, qui rencontre la cir- 
conférence en G; je dis que EG sera la moyenne 
proportionnelle cherchée. 

Car la perpendiculaire GE, abaissée dun point de 
la circonférence sur le diamètre , est moyenne pro- . 
portionnelle entre les <leux segments du diamètre DE, 
♦ 23. EF * : or, ces segments sont égaux aux lignes données 
A et B. 

PROBLEME IV. 

%. 14 r. Diviser la ligne donnée AB en deux parties j 

de manière que la plus grande soit moyenne 

proportionnelle entre la ligne entière et Vautre 

partie. 

A l'extrémité B de la ligne AB élevez la perpen- 
diculaire BC égale à la moitié de AB \ du point C 
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€omnie centre , et dii rayon GB décrivez une circon- 
Séreùce, tirez AG, qui coupera la circonférence en D, 
et prenez AF=:AD ; je dis que la ligne AB sera divisée 
au point F de la manière demandée , c'est-à-dire qu'on 
aura AB:AF:: AF:FB. 

Car AB étant perpendiculaire à l'extrémité du rayon 
GB, est une tangente ; et si on prolonge AÇ jusqu'à ce 
quelle rencontre de nouveau la circonférence en E^ 
on aura * AE : AB : : AB : AD ; donc , dis^idendo , AE *5>a. 
— AB:AB::AB — AD: AD. Mais, puisque le rayon 
BC est la moitié de AB , le diamètre DE est égal à 
AB, et par conséquent AE — AB=AD=AF ; oh a 
aussi, à cause de AF=AD, AB — AD=FB; donc 
AF : AB :: FB : AD ou AF ; donc , irwertendo , AB : AF 
::AF:FB. 

Scholie. Gette sorte de division de la ligne AB 
s^appelle division en moyenne et extrême raison : on 
en verra des usages. On peut remarquer que la sé- 
cante AE est divisée en moyenne et extrême raison 
au point D^ car^ puisque AB=DE, on a AE.DE::} 
DE;AD. 



PaOBLEME V. 



Par un point donné A dans V angle donné fig- «w 
. BCD, tirer la ligne BD de manière que les parties 
AB, AD, comprises entre le point A et les deux 
côtés de V angle, soient égales. 

Par le point A menez AE parallèle à CD , prenez 
BE=GE, et par les points B et A tirez BAD, qui 
sera la ligne demandée. . ^ 

Car , AE étant parallèle à CD , on a BE:EC :: BA:. 
AD; or BE=EC ,• donc BA=: AD. 



PROBLEME VI. 



Faire un quarré équivalent à un parallilo" 
gramme ou à un triangle donné. 
Onz. éd. 7 



gB «BOMBTEIC. 

fig. i43. jO g^^i- ABCD le parallélogramme clonnë, ÂB « 
base, DE sa hauteur : entre AB et DE cherchez une 
moyenne proportionnelle XY*; je dis <jue le cpiané 
fait sur XY sera équivalent au parallélogramme ABGD. 
Car on a , par construction , AB : XY : : XY : DE ; donc 

XY=ABxDE : or ABxDE est la mesure du pa** 

rallélogramme, et XY celle du quarré^ donc ils sont 
équivalents. 
§S' 144. 20 Soit ABC le triangle donné, BC sa base, AD sa 
hauteur : prenez une moyenne proportionnelle entre 
BC et la moitié de AD , et soit XY cette moyenne ; 
je dis que le'quarré fait sur XY sera équivalent au 
triangle ABC. 

Car, puisqu'on a BC:XY::XY: 7 AD,, il en ré- 
sulte XY?=zBC X 7AD , donc le quarré fait sur XY est 
équivalent au triangle ABC. 



PROBLBMB VII. 



fig. 14^. Faire sur la ligne donnée AD un rectangle 
ADEX équivalent au rectangle donné ABFC. 

Cherchez une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes AD, AB, AC, et soit AX cette quatrième pro- 
portionnelle, je dis que, le rectangle fait sur AD et AX 
sera équivalent au rectangle ABFC. 

Car , puisqu'on a AD : AB : : AG : AX , il en résulte 
ADxAX=ABxAC; donc le rectangle ADEX est 
équivalent au rectangle ABFC. 



PROBLEME VIII. 



fig. «48. Trouver en lignes le rapport du rectangle des 
deux lignes données A et B au rectangle des deux 
lignes données C e^ D. 

Soit X une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes B , C , D ; je dis que le rapport des deux hgam 
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A et X sera égal à celui des deux rectangles A X B , 
CxD. 

Car, puisqu'on a B:C::D:X, il en résulte CxD 
= BxX: donc AxB:CxD:: AxB:BxX:: A:X. 

Corollaire. Donc, pour avoir le rapport des quar- 
rés faits sur les lignes données A et C , cherchez une 
troisième proportionnelle X aux lignes A et C, en 
sorte qu'on ait A;C::C:X, et vous aurez A' :C* :: 
A:X, 



PROBLâME IX. 



Trouver en lignes le rapport du produit des fig. 149. 
trois lignes données A , B , C , au produit des 
trois lignes données P , Q , R. 

Aux trois lignes données P, A, B, cherchez une 
quatrième proportionnelle X : aux trois lignes don- 
nées C , Q , R , cherchez une quatrième proportion- 
nelle Y. Les deux lignes X, Y, seront entre elles 
comme les produits A X B X G , PxQxR. 

Car, puisque P:A::B:X , on a AxB=:PxX; 
et , en multipliant de part et d^autre par C , A X B 
xC=:CxPxX. De même, puisque C:Q::R:Y, 
il en résulte Qx R=C x Y; et, multipliant de part et 
d'autre pax P, on a PxQxR=PxCxY, donc le 
produit AxBxC est au produit PxQxR comme 
CxPxX est à PxCxY, ou comme X est à Y. 



PROBLEME X. 



Faire un triangle équivalent à un polygone 
donné. 

Soit ABCDE le polygone donné. Tirez d'abord %• »*^ 
la diagpnale CE , qui retranche le triangle GDE ; par 
le point D menez DF parallèle à CE jusqu'à la ren- 
contre de AE prolongé ; joignez GF , et le polygone 
ABCDE sera équivalent au polygone ABGF qui a un 
iAxé de moins. 
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Car les triangles GDE, CFE, ont la base comiiimie 
CE ; ils ont aussi même hauteur , puisque leui*s soni* 
mets D , F , sont situés sur une ligne DF parallèle i II 
base; 4onc ces triangles sont équivalents. Ajoutairt 
de part et d autre la figure ABGE , on aura d'un côté 
le polygone ABCtiE, et de l'autre le polygone ABCF, 
qui seront équivalents. 

On peut pareillement retrancher l'angle B en substi- 
tuant au triangle ABC le triangle équivalent AGC, et 
ainsi le pentagone ABDE sera changé en un triangk 
équivalent GCF. 

Le même procédé s'appliquera à toute autre figure; 
car en diminuant d'un à chaque fois le nombre des 
côtés , on finira par tomber sur le triangle éqtdvalent 

Scholie. On a déjà vu que tout triangle peut être 
* pr. 6. changé en un quarré équivalent ^ , ainsi on trouvera 
toujours un quarré équivalent à une figure rectiligne 
donnée ; c'est ce qu'on appelle quarrer la fig^ure recti- 
ligne ^ ou en trouver la quadrature. 

Le problême de la quadrature du cercle consiste à 
trouver un quarré équivalent à un cercle dont le dia- 
mètre est donné. 



PROBLEME XI. 



Faire un quarré qui soit égal à la somme ou 
à la différence de deux quarrés donnés. 

Soient A et B les côtés des quarrés donnés: 
<gx47- i^ S'il faut trouver un quarré égal à la somme de 
ces quarrés , tirez les deux lignes indéfinies ED , EF à 
angle droit; prenez ED=A et EG=B,* joignez DG, 
et DG sera le côté du quarré cherché. 

Car le triangle DEG étant rectangle , le quarré fait 
sur DG est égal à la somme des quarrés faits sur ED 
et EG. 

2*^ S'il faut trouver un quarré égal à la différence 
des quarrés donnés , formez de même l'angle droit 
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FEH, prenez GE égal au plus petit des côtés A et B ; 
du point G, comme centre, et d'un rayon GH égal à 
Fautre côté , décrivez un arc qui coupe EH en H ; je 
db que le quarré fait sur EH sera égal à la différence 
des quarrés faits sur les lignes Â et B. 

Car le triangle GEH est rectangle , l'hypoténuse 
GH=A, et le côté GE=B; donc le quarré fait sur 
EH, etc. 

Scholie. On peut trouver ainsi un quarré égal à la 
somme de tant de quarrés qu'on voudra ; car la con- 
struction qui en réduit deux à un seul , en réduira 
trois à deux, et ces deux-ci à un, ainsi des autres. Il 
en serait de même si quelques-uns des quarrés devaient 
être soustraits de la somme des autres. 



PROBLEME XII. 



Construire un quarré qui soit au quarré donné ^s- '^■ 
AJBCD, comme la ligne M est à la ligne N. 

Sur la ligne indéBnie EG , prenez EF=M , et FG 
= N ; sur ËG , comme diamètre , décrivez une demi- 
circonférence , et au point F élevez sur le diamètre la 
perpendiculaire FH. Du point H menez les cordes 
HG , HE , que vous prolongierez indéfiniment : sur la 
première prenez HK égale au côté AB du quarré 
donné , et par le point K menez Kl parallèle à EG ; 
je dis que HI sera le côté du quarré cherché. 

Car, à cause des parallèles Kl, GE, on a HI:HK :; 

HE:HG; donc m\HK :: ÎÏE: HG : mais dans le 
triangle rectangle EHG *, le quarré de HE est au * a3. 
quarré de HG comme le segment EF est au segment 

FG , on comme M est k N, donc HI:HK::M:N. 
Mais HK=AB; donc le quarré fait sur HI est au 
quarré fait sur AB comme M est à N. 



\ 
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PROBLÊME XIII. 



fig- "9. Sur le côté FG , homologue à AB , décrire ua 
poljrgone semblable au polygone donné KBCJM. 

Dans le polygone donné tirez les diagonales AC, 
AD : au point F faites langle GFH=BAG, e% am 
, point G l'angle FGH=ABC; les lignes FH, GH, se 
couperont en H , et FGH sera un triangle semblable 
à ABC : de même sur FH , homologue à AC , construi- 
sez le triangle FIH semblable à ADC, et sur FI, homo- 
logue à AD, construisez le triangle FIK, semblable à 
ADE. Le polygone FGHIK ser^C le polygone demandé, 
semblable à ABCDE. . 

Car ces deux polygones sont composés d'un même 
nombre de triangles semblables et semblablement 
placés *. 



26. 



PROBLEME Xiy. 



Deux figures semblables étant données; con- 
struire une figure semblable qui soit égale à leur 
somme ou à leur différence. 

Soient A et B deux côtés homologues des figures 
données , cherchez un quarré égal à la somme ou à la 
difFérence des quarrés faits sur A et B ; soit X le côté 
de ce quarré , X sera dans la figure cherchée le côté 
homologue à A et B dans les figures données. On 
construira ensuite la figure elle-même par le problême 
précédent. 

Car les figures semblables sont comme les quarrés 
des côtés homologues ; or le quarré du côté X est égal 
à la somme ou à la différence des quarrés faits sur les 
côtés homologues A et B ; donc la figure faite sur le 
côté X est égale à la somme ou à la différence das 
figures semblables faites sur les côtés A et B. 
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PROBLÊHB XY. 

Construire une figure semblable à une figure 
donnée f et qui soit à cette figure dans le rapport 
dorme ^ M ^ N. 

Soit A un<;ôté de la figure donnée , X le côté homo- 
logue dans la figure cherchée ; il faudra que le quarré 
de X soit au quarré de A comme M est à N *. On troa. * nf, 
vera donc X par le problême xii; connaissant X., le 
reste s'acheveia par le problême xiii. 

PROBLÊME XVI. 

Construire une figure semblable à la figure P ^' »^»' 
et équivalente à la figure Q. 

Cherchez le côté M du quarré équivalent à la figure 
P 9 et le côté N du quarré équivalent à la figure Q. Soit 
ensuite X une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes données M , N, AB ;.sur le côté X , homologue 
à AB, décrivez une figure semblable à la figure P ; je 
dis qu'elle sera de plus équivalente à la figure Q. 

Car en appelant Y la figure faite sur le côté X , on 

a a 

aura P:Y:: AB:X; mais, par construction, AB:X::: 

M:N, ou Âb':X*::M:N'; donc P:Y::M:N! Mais on 
a aussi, par construction, M*=P etN'=Q; donc 
P:Y:: PrQ; donc Y=Q; donc la figure Y est sem- 
blable à la figure P, et équivalente à la figure Q. 



PROBLEME XVII. 



Construire un rectangle équivalent à un % '^ 
quarré donné G , et dont les côtés adjacents 
fassent une somme donnée AB. 

Sur AB, comme diamètre, décrivez une demi-cir- 
conférence , menez parallèlement au diamètre la lign# 
P£ à mne disunce AD égale au côté du quarré donné CL 



i 
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Du point E , où la parallèle coupe la circonférence^ 
abaissez sur le diamètre la perpendiculaire EF ; je dis 
que AF et FB seront les côtés du rectangle cherché. 

Car leur somme est égale à AB; et leur rectangle 
• a3. AF X FB est égal au quarré de EF * , ou au quatre 
de AD; donc ce rectangle est équivalent au quarré 
donné C. 

Scholîe, Il faut, pour que le problême soit possible, 
que la distance AD n excède pas le rayon , c'est-à-dire 
que le côté du quarré G n'excède pas la moitié de la 
ligne AB. 

PROBLEME XVIII. 

fig.i53. construire un rectangle équivalent à un quatre 
C , et dont les côtés adjacents aient entre eux, la 
différence donnée AB. 

Sur la ligne donnée AB, comme diamètre, décri* 
vez une circonférence; à l'extrémité du diamètre, 
menez la tangente AD égale au côté du quatre C : par 
le point D et le centre O tirez la sécante DE ; je dis 
que DE et DF seront les côtés adjacents du rectangle 
demandé. 

Car \^ la différence de ces côtés est égale au dia- 
mètre EF ou AB ; 2^ le rectangle DE X DF est égal 

à AD * ; donc ce rectangle sera équivalent au quarré 
donné C. 
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PROBLEME XIX. 



Trouver la commune mesure j sHl yen a une^ 
entre la diagonale et le côté du quarré. 
fig. i54. Soit ABCG un quarré quelconque , AC sa diagonale. 
Il faut d'abord porter CB sur CA autant de fois 
3™iiv? qu il peut y être contenu *, et pour cela soit décrit 
du centre C et du rayon GB le demi-cercle DBE : on 
▼oit que CB est contenu une fois dans AC avec le 
reste AD, le résultat de la première opération est donc 
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le qiijotient i avec le reste AD , qu'il faut comparer 
avec BC ou son égale AB. 

On peut prendre AF==AD, et porter réellement 
AT sur AC; on trouverait qu'il y est contenu deux 
fois avec un reste : mais comme ce reste et les suivants 
vont en diminuant , et que bientôt ils échapperaient 
par leur petitesse , ce ne serait là qu'un moyen méca- 
nique im|)arfait, doù l'on ne pourrait rien conclure 
pour décider si les lignes AC , CB, ont entre elles ou 
n'ont pas une commune mesure : or il est un moyen 
très - simple d'éviter les lignes décroissantes , et de 
n'avoir à opéi*er que sur des lignes qui restant toujours 
de la même grandeur. 

En effet , l'angle ABC étant droit , AB est une tan- 
gente , et AE une sécante merfée du même point , de 
sorte qu'on a * AD:AB:: AB:AK Ainsi dans la se- * 3o. 
conde opération , où il s'agit de comparer AD avec AB , 
on peut, au lieu du rapport de AD à AB, prendre 
celui de AB à AE : or AB ou son égale CD est conte- 
nue deux fois dans AE avec le reste AD; donc le ré- 
sultat de la seconde opération est le quotient 2 avec 
le reste AD qu'il faut comparer à AB. 

La troisième opération , qui consiste à comparer AD 
avec AB , se réduira de même à comparer AB ou son 
égale CD avec AE , et on aura encore 2 pour quotient 
et AD pour reste. 

Delà on voit que l'opération ne sera jamais termi- 
née , et qu'ainsi il n'y a pas de commune mesure entre 
la diagonale et le côté du quarré : vérité qui était déjà 
connue par l'arithmétique ( puisque ces deux lignes 
sont entre elles :: i/ 2 : i)*, mais qui acquiert un * lu 
plus grand degré de clarté par la résolution géo- 
u: étriqué. 

Jcholie, Il n'est donc pas possible non plus de 
trouver en nombres le rapport exact de la diagonale 
au côté du quarré ; mais on peut en approcher tant 
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qu^on voudra au moyen de la fraction continue qui 
est égale à ce rapport. La preiçiere opération a 
donné pour <{uotient i ; la seconde et toutes les autres 
à l'infini donnent a : ainsi la fraction dont il s'agit 
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etc. à l'infini. 

• Par exemple , si on calcule cette fraction jusqu'au 
quatrième terme inclusivement , on trouve que sa 
valeur est i f| ou |^ ; de sorte que le rapport appro- 
ché de la diagonale au côté du quarré est :: 4^ • ^9* 
'On trouverait un rapport plus approché en calculant 
un plus grand nombre de termes. 



LIVRE IV 



LES POLYGONES REGULIERS^ 
ET LA MESURE DU CERCLE. 



DEFINITION. 



U N polygone qui est à*la-fois équiangle et éciuilatéral, 
s^sippeUe pofy^gone régulier. 

Il y a des polygones réguliers de tout nombre de 
côtés. Le triangle équilatéral est celui de trois côtés ; 
6t le quarré, celui de quatre. 

PROPOSITION PREMIERE. 



TBÉOEEME. 



Deux polygones réguliers d'un même nombre 
de côtés sont deux figures semblables. 

Soient , par exemple , les deux hexagones réguliers fig. i^^. 
ABCDEF , ahcdef; la somme des angles est la même 
dans Tune et dans l'autre figure; elle est égale à huit 
angles droits *. L'angle A est la sixième partie de *a8,ï« 
cette somme aussi bien que langle a; donc les deux 
angles A et a sont égaux ; il en est par conséquent de 
même des angles B et ^ ^ des angles C et ^ , etc. 

De plus , puisque par la nature de ces polygones 
les côtés AB, BC, CD, etc. , sont égaux, ainsi que ab^ 
bc ycdy etc. , il est clair qu'on a les proportions AB : 
ab :: BC: bc:: CDicdy etc. ; donc les deux figures dont 
il s'agit ont les angles égaux et les côtés homologues 
proportionnels i donc elles sont semblables *. iw^^' 
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Corollaire, Les périmètres de deux polygones r^« 
guliers d'un même nombre de côtés sont entre eux 
comme les côtés homologues, et leurs surfiu^es sont 
*27«3. comme les quarrés de ces mêmes côtés ^. 

Scholie. Langle d'un polygone régulier se déter- 
mine par le nombre de se& côtés comme celui d*iui 
♦28,1. polygone équiangle ^. 

PROPOSITION IL 

1 

THEOREME. 

Tout polygone régulier peut être inscrit dam 
le cercle y et peut lui être circonscrit. 
fig.i56. Soit ÂBGDE, etc. , le polygone dont il s^agit, ima* 
ginez qu'on fasse passer une circonférence par les 
trois points A , B , C ; soit O son centre, et OP la per- 
pendiculaire abaissée sur le milieu du côté BG ; joignez 
AO et OD. 

Le quadrilatère OPCD et le quadrilatère OPBA 
peuvent être superposés : en effet le côté OP est com- 
mun , langle OPC=OPB, puisqu'ils sont droits; 
donc le côté PC s appli(|uera sur son égal PB , et le 
point G tombera en B. De plus , par la nature du 
polygone, l'angle PGD=PBA, donc CD prendra la 
direction BA, et puisque CD = BA, le point D tom* 
bera en A , et les deux quadrilatères coincideroBt en- 
tsèi*ement Tun avec lauti^. La distance OD est donc 
égale à AO , et par conséquent la circonférence qui 
passe par les trois points A , B , G , passera aussi par 
le point D : mais , par un raisonnement semblable , 
on prouvera que la circonférence qui passe par les 
trois sommets B , G , D , passera par le somme sui- 
vant E, et ainsi de suite; donc la même circonfé- 
rence qui passe par les points A, B, G, passe par tous 
les sommets des angles du polygone, et le polygone 
est inscrit dans, cette circonférence. ^ 



En «econd lieu , par rapport à cette circonférence, 
tQVis les côtes AB , BG , CD , etc., sont des cordes égales ; 
elles sont donc également éloignées du centre^; donc * 8,aw 
si du point O , comme centre , et du rayon OP , on 
décrit une circonférence , cette circonférence tou- 
chera le côté BG et tons les autres côtés du polygone , 
chacun dans son milieu, et la circonférence sera in« 
scrite dans le polygone, ou le polygone circonscrit à 
la circonférence. > 

Scholie I. Le point O , centre commun du cercle 
inscrit et du cercle circonscrit , peut être regardé 
aussi comme le centre du polygone , et par cette raison 
on appelle angle au centre y Tangle ÂOB formé par 
les deux rayons menés aux extrémités d'un même 
côté AB. 

Puisque toutes les cordes AB , BG , etc. , sont égales, 
il est clair que tous les angles au centre sont égaux , 
et ({uainsi la valeur de chacun se trouve en divisant 
quatre angles droits par le nombre des côtés du po- 
lygope. 

Scholie II. Pour inscrire un polygone régulier d'un 
certain nombre de côtés dans une circonférence don- 
née, il ne s'agit que de diviser la circonférence en 
autant de parties égales que le polygone doit avoir de 
côtés ; car, les arcs étant égaux, les cordes AB , BG, %.x.'.8. 
CD , etc. , seront égales ; les triangles ABO , fiOG , 
COD , etc. , seront égaux aussi , parce qu'ils sont équi- 
latéraux entre eux ; donc tous les angles ABC , BGD , 
GDE , etc., seront égaux ; donc la figure ABCDE, etc. , 
sera un polygone régulier. 

PROPOSITION III. 

PAOBIiEME. 

Inscrire un quarré dans une circonférence 
donnée. 
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ûg.iSj. Tirez deux diamètres ,ÂG , BD , qui se coupent à 
angles droits ; joignez les extrémitës AyS^G^D^etU 
'figure ABGD seka le quarré inserit : car les angla 
AOB , BOG , etc. , étant ^aux , les cordes AB , BG , etc., 
sont ëgalesi 

Scholie. Le triangle BOG étant rectangle et isoscele, 

*ix,3. ona*BC:BO:: v^ari; donc le côté du^ quarré inscrit 
est au rayon comtne la racine quarrée de a. est a 
Purdté. 

PROPOSITION IV. 

PROBIiEME. 

Inscrire un hexagone régulier et un triangle 
équilatéral dans une circonférence donnée. 
fig. i58. Supposons le problême résolu, et soit AB un côté 
de l'hexagone inscrit; si on mené les rayons AO, OB, 
je dis que le triangle AOB sera équilatéral. 

Car langle AOB est la sixième partie de quatre an- 
gles droits ; ainsi en prenant langle droit pour unité, 
on aura AOB =|=f : les deux autres angles ABO, 
BAO, du même triangle valent ensemble 2 — \ ou 7, 
et comme ils sont égaux , chacun d'eux = \ 5 donc le 
triangle ABO est équilatéral ; donc le côté de Tbexa- 
gone inscrit est égal au rayon. 

Il suit de là que pour inscrire un hexagone régu- 
lier dans une circonférence donnée , il faut porter le 
rayon six fois sur la circonférence , ce qui ramènera 
au même point d'où on était parti. 

L'hexagone ABCDEF étant inscrit , si Ton joint les 
sommets des angles alternativement, on formera le 
triangle équilatéral ACE. 

Scholie. La figure ABCO est un parallélogramme et 
même un losange, puisque AB=BC=CO=A0; 

•14,3. donc * la somme des. quarrés des diagonales AC4- 

BO, est égale à la somme des quarrés dès côtés, 
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laquelle est 4 AB ou 4 BO ; retranchant de part ^X 

f autre BO", il restera ÂG = 3 BÔ5 donc ÂC:BÔ': 
3:i, ou ÀC.'BO:: V^3:i; donc & côté du triangle 
équUatéral ùtscrit est au rœyon comme la racine 
juarrée -de 3 est a Vanité. 

PROPOSITION V.- 

PROBLEME. 

Inscrire dans un cercle donné un décagone 
régulier j ensuite un pentagone et unpentédé'^ 

cagone. 

Divisez le rayon AO en moyenne et exttême raison ^^'^if^- 
au point M * , prenez la corde ÂB égale au plus grand Ur. 3. 
segment OM, et ÂB sera le côté du décagone régulier 
qu'il faudra porter dix fois sur la circonférence. 

Car en joignant MB , on a par construction ÂO : 
OM::OM:AM; ou, à cause de AB=OM, AO: AB 
::: AB:AM; donc les triangles ABO, AMB, ont un 
angle commun A compris entre côtés proportionnels ; 
donc ils sont semblables *. Le triangle OAB est isos- *ao,3. 
celé , donc le triangle AMB l'est aussi, et on a AB= 
BM: douleurs AB==OM; donc aussi MB = OM,- 
donc le triangle BMO est isoscele. 

L'angle AMB, extérieur au triangle isoscele BMO , 
est double de l'intérieur O * ; or l'angle AMB= M AB ; * *7> ^• 
donc le triangle OAB est tel que chacun des angles à 
la base , OAB ou OBA, est double de l'angle au som- 
met O ; donc les trois angles du triangle valent cin^ 
fois l'angle O, et ainsi l'angle O est la cinquième 
partie de deux angles droits ^ ou la dixième de qua- 
tre : donc l'arc AB est la dixième parue de la cir- 
conférence , et la corde AB est le côté du décagone 
régulier. 
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Corollaire I. Si on joint de deux en deux les commets 
du décagone régulier, on formera le pentagone véfft' 
^ lierACEGI. 

Corollaire II. AB étant toujours le côté du déca- 
gone ^ soît AL le côté de Fhexagone; alors Tare BL 
sera , par rapport à la circonférence, 7 — •— ou~j; donc 
la corde BL sera le côté du pentédécagone ou poly- 
gone régulier de i5 côtés. On voit eii même temps 
que lare CL est le tiers de CB. 

Scholie, Un polygone régulier étant inscrit, si on 
divise les arcs sous-tendus par ses côtés en deux par- 
ties égales, et qu'on tire les cordes des demi-arcs, 
celles-ci formeront un nouveau polygone r^^ulier 
d'un nombre de côtés double : ainsi on voit que le 
quarré peut servir à inscrire successivement les po- 
lygones réguliers de 8 , 16 , 32, etc. , côtés. De même 
l'hexagone servira à inscrire les polygones régniien 
de 12 , 24 , 4^ 9 etc. , côtés ; le décagone , des polygones 
de 20, 40, 80, etc., côtés; le pentédécagone , des 
polygones de 3o, 60, 120, etc., côtés (i). 

PROPOSITION VL 

PROBIiEMEm 

fîg.i6o. Étant donné le polygone régulier inscrit 
ABCD, etc. , circonscrire à la même circonfé- 
rence un polygone semblable. 

(i) On a cru long^temps que ces polygones étaient les seals 
qui pussent être inscrits par les procédés de la géométrie élé- 
mentaire, ou , ce qui revient au même, par la résolution 'def 
équations du premier et du second degré : mais M. Ganss a 
prouvé , dans un ouvrage intitulé Disquintiones Arithmeticœ , Lip» 
siœ, 1801, qu'on peut inscrire par de semblables moyens le po- 
lygone régulier de dix-sept côtés, et en général celui de 2**+! 
^ côtés, pourvu que a'^+i soit un nombre premier. 
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Au point T, itiilieu de l'arc AB , menez la tangente GH ^ 
qui sera parallèle à AB * ; faites la même chose au milieu *io,2. 
de chacun des autres arcs BG, CD, etc.; ces tangentes 
fonneront par leurs intersections le polygone régulier 
circonscrit GHIK , etc. , semblable au polygone inscrit. 

Il est aisé de voir d'abord que les trois points O y 
B, H , sont en ligne droite, car les triangles rectan- 
gles OTH , OHN , ont Thypoténuse commune OH , et 
le côté OT=ON; donc ils sont égaux*; donc *i8,i. 
l'angle TOH == HON , et par conséquent la ligne OH 
passe par le point B milieu de Tare TN : parla même 
raison le point I est sur le prolongement de OC, etc. 
Mais, puisque GH est parallèle à AB et HI à BG, 
l'angle GHI=:ABC *; de même HIK=zBCD, etc.; *26,i. 
donc les angles du polygone circonscrit sont égaux 
à ceux du polygone inscrit. De plus , à cause de ces 
mêmes parallèles, on a GH:AB:: OH:OB, et HI: 
BC::OH:OB; donc GH:AB:: HlrBC. Mais AB = 
BC , donc GH=HL Par la même raison HI= IK , etc. ; 
donc les côtés du polygone circonscrit sont égaux 
entre eux; donc ce polygone est régulier et semblable 
au polygone inscrit. 

Corollaire I. Réciproquement , si on donnait le 
polygone circonscrit GHIK, etc. , et qu'il fallût tracer 
par son moyen le polygone inscrit ABC, etc., on 
voit qu'il suffirait de mener aux sommets G, H , I, etc. , 
du polygone donné les lignes OG, OH, etc. , qui ren^ 
conU*eraient la circonférence aux points A, B , C , etc. ; 
on joindrait ensuite ces points par les cordes AB , 
BC, etc., qui formeraient le polygone inscrit. On 
pourrait aussi, dans le même cas, joindre tout sim- 
plement les points de contact , T, N , P, etc. , par les 
cordes TN, NP, etc., ce qui formerait également un 
polygone inscrit semblable au circonscrit. 

Corollaire II, Donc on peut circonscrire à un 
Onz. éd. 8 
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cercle donne tous les polygones r^[uliers qu'on sait 
insjcrire dans ce cercle, et réciproquement. 

PROPOSITION VIL 

THBOaÊMB. 

1 

L'aire â^ un polygone régulier est égale à son 
périmètre multiplié par la moitié du regron dû 
cercle inscrit. 

fie .160. «^^^^^ P^^ exemple , le polygone régulier GHIK , etc. ; 
le triangle GOH a pour mesure GH X 7OT, le triangle 
OHI a pour mesure HIX7ON : mais ON = OT; 
donc les deux triangles réunis ont pour mesure 
( GH + HI ) X 7OT. En continuant ainsi • pour les 
autres triangles y on verra que la somme de tous les 
triangles, ou le polygone entier a pour mesure la 
sonune des bases GH, HI, IK, etc., ou le périmètre 
du poiygone , multiplié par 7OT, moitié da rayon du 
cercle inscrit. 

Scholie, Le rayon du cercle inscrit OT n^est autre 
chose que la perpendiculaire abaissée du centre sur 
un des côtés ; on l'appelle quelquefois X apothème du 
polygone. 

PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

Les périmètres des polygones réguliers d'un 
même nombre de côtés sont comme les rayons 
des cercles circonscrits, et aussi comme les rayons 
des cercles inscrits; leurs surfaces sont comme les 
quarrés de ces mêmes rayons. 
gg. 161. Solt AB un côté de lun des polygones dont il 
s'agit, O son centre, et par conséquent OA le rayon 
du cercle circonscrit, et CD, perpendiculaire sur AB, 
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i^ayon du cercle^ inscrit; soit pareillement ab le 
►té d'un autre polygone semblable, o son centre, 
i et od les rayons des cercles fcirconscrit et inscrit. 
es périmètres des deux polygones sont entre eux 
^minie les côtés AB et ab; mais les aiigles Â et a sont 
raux comme étant (Chacun moitié de l'angle du po- 
^goiie ; il en ést'de même des angles.B et b; donc jes 
riangles ABO, abo^ sont semblables, ainsi que les 
rianglès rectangles ADO, ado; donc AB:ai::AO; 
to ;: jyO vdo; donc les périmètres des polygones sont . 
între eux comme les rayons AO , ao , des cercles cir- 
conscrits, et aussi comme les rayons DO', doj des 
cercles inscrits. 

Les surfaces de ces mêmes polygones sont entre 
elles comme les quarrés des côtés homologues AB , ab; " 
elles sont par conséquent aussi comme les quarrés des 
rayotisdes cercles circonscrits AO^ ao , ou comme les 
quarrés des rayons des cercles inscrits OD , od. 

PROPOSITION IX. 

liEMME. 

Toute ligne courbe ou polygone qui enveloppe 
d^une extrémité à Vautre la ligne convexe A MB 
est plus longue que la ligne enveloppée AMB. 

Nous avons déjà dit que par ligne convexe nous fig.162^ 
entendons une ligne courbe ou polygone, ou en par- 
tie courbe et en partie polygone, telle qu'une ligne 
droite ne peut la couper en plus de deux points. Si la 
ligne AMB avait des parties rentraïites ou des sinuo- 
sité, elle cesserait d'être convexe, parce qu'il est aisé 
de voir qu'une ligne droite pourrait la couper en plus 
de deux points. Les arcs de cercle sont essentielle- 
ment convexes; liiais la proposition dont il s'agit main- 
tenant s*étend à une ligne quelconque qui remplit la 
condition exigée. 

8. 
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Cela posé, si la ligne AMB n'est pas plus petite ifm 
toutes celles qui lenyeloppent, il existera parmi ces » 
dernières une ligne plus courte que toutes les .autreii |j 
laquelle sera plus petite que ÂMB, ou tout au pkif. 
égale à ÂMB. Soit ACDEB cette ligne enveloppante; 
entre les deux lignes menez par-tout où vous Toudrez 
la droite PQ, qui ne rencontre point la ligne AMB| 
ou dû moins qui ne fasse que la toucha; la droite PQ 
est plus courte que PCDEQ; donc, $i à la partie 
PGDEQ on substitue la ligne droite PQ, on aura la 
ligne enveloppante APQB plus courte que APDQB» 
Mais, par hypothèse , celle-ci doit être la plus courte, 
de toutes; donc. cette hypothèse ne saurait subsister; < 
donc toutes les lignes enveloppantes sont plus longues 
^ que AMB. 
fig. i63. Scholie. On démontrera absolument sde la même 
manière qu'une ligné tcon vexe et rentrante sur elle- 
même AMB, est plus courte que toute ligne qui l'en- 
velopperait de toutes parts, soit que la ligne envelop- 
pante FHG touche AMB en un ou plusieurs points, 
soit qu'elle l'environne sans la toucher, 

PROPOSITION X. 

liEKME. 

Deux circonférences concentriques étant don' 
néeSy on peut toujours inscrire dans laplus grande 
un polygone régulier dont les côtés ne rencontrent 
pas la plus petite y et on peut aussi circonscrire à 
la plus petite un polygone régulier dont les côtés 
ne rencontrent pas la grande; de sorte que dans 
Vùn et dans Vautre cas les côtés du polygone dé' 
crit seront renfermés entre les deux circonférences. 
Cg.i6/|. Soient CA,.CB, les rayons des deux circonférences 
données. Au point A menez la tangente DE termi- 
née à la grande circonférence ea D et E ; inscrivei 
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dans la grande circonférence l'un des polygones ré- 
guliers qu'on peut inscrire par les problêmes précé- 
dents, avisez ensuite les arcs sous«tendus par les 
côtés en deux parties égales , et menez les cordes des 
demi-arcs; vous aurez un polygone régulier d'un 
nombre de côtés double. Continuez la bissection des 
arcs jusqu'à ce que vous parveniez à un arc plus petit 
que DBE. Soit MBN cet arc ( dont le milieu est sup- 
posé en B); il est clair que la corde MN sera plus 
éloignée du centre que DE, et qu'ainsi le polygone 
régulier dont MN est le côté ne saurait rencontrer la 
circonférence dont CA est le rayon. 

Les mêmes choses étant posées, joignez CM et CN 
qui rencontrent la tangente DE en P et Q ; PQ sera le 
côté d'un polygone circonscrit à la petite circonfé- 
rence, semblable au polygone inscrit dans la grande , 
dont le côté est MN. Or il est clair que le polygone 
circonscrit qui a pour côté PQ, ne saurait rencon- 
trer la grande circonférence, puisque CP est moindre 
que CM. 

Donc , par la même construction , on peut décrire 
un polygone régulier inscrit dans la grande circon- 
férence, et un polygone semblable circonscrit à la 
petite ; lesquels auront leurs côtés compris entre les 
deux circonférences. 

Scholîe. Si on a deux secteurs concentriques FCG , 
ICH , on poun'a de même inscrire dans le plus grand 
une portion de polygone régulier y ou circonscrire au 
plus petit une portion de polygone semblable, de sorte 
que les contours des deux polygones soient compris 
entre les deux circonférences : il suffira de diviser 
Tare FBG successivement en 2,4^8, i6, etc., parties 
^ales, jusqu'à ce qu'on paiTienne à une partie plus 
petite que DBE. 

Nous appelons ici portion de polygone régulier la 
fiig(ltfç terminée par une suite de cordes égales inscrites 
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dans l'arc FG d^une extrémité à l'autre. Cette portk» 
a les propriétés principales des polyg^ones réguliecs, 
elle a les angles égaux et les côtés ég^ux, elle estirla- 
fois inscriptU)le et circonscriptible au cercle; cepen- 
dant elle ne ferait partie d'un polygone r^^ulier pro- 
prement dit, qu'autant que l'arc sous -tendu par un 
de ses côtés serait une partie aliquote de la circon- 
férence. 

PROPOSITION XL 
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Les circonférences des cercles sont entre elles 
comme les rayons, et leurs surfaces comme les 
quarrés des rayons. 
Cg.tCS. Désignons, pour abréger, par circj CA la droon- 
férence qui a pour rayon GA; je dis quQI^ aura 
cire, GA : cire. OB : : GA : OB. 

Gar, si cette proportion n'a pas lieu, CA sera à 
OB comme cire, GA est à. un quatrième tentie plus 
grand ou plus petit que cire, OB : supposons-le plus 
petit, et soit, s'il est possible, GA:OB::cir. CA: 
cire, OD. 

Inscrivez dans la circonférence dont OB est le rayon 

un polygone régulier EFGKLE, dont les côtés ne 

rencontrent point la circonférence dont OD est le 

* 10. rayon * ; inscrivez un polygone semblable MNPSTM 

dans la circonférence dont CA est le rayon. 

Gela posé, puisque ces polygones sont semblables, 
leurs périmètres MNPSM, EFGKE sont eutre eux 
* 8. comme les rayons GA , OB , des cercles circonscrits *, 
et on aura MNPSM : EFGKE :: GA: OB 5 mais, 
par hypothèse , G A : OB : : eire, GA : eirc, OD ; donc 
MNPSM : EFGKE :: eirc, GA : cire. OD. Or, cette 
proportion est impossible, car le contour MNPSM 
* 9< est moindre que cire, CA % et au contraire EFGKE 
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est plus grand que cire. OD ; dono il est impossible 
que GA soit à OB comme circ.CàK est à une circonfé- 
rence plus petite que cire, OB, ou, en termes plus 
généraux, il est impossible qu'un rayon soit à un 
rayon comme la circonférence décrite du premier 
rayon est à une circonférence plus petite que la cir* 
conférence décrite, du second rayon. 

De là je conclus qu^on ne' peut avoir non plus , CA 
est à OB comme cire. CA. est à une circonférence 
plus grande que cire. OB ; car si cela était, on aurait, 
en renversant les rapports : OB est à CA comme une 
circonférence plus grande que cire. OB est à cire. CA , 
ou , ce qui est la même chose , comme cire. OB est à 
une circonférence plus petite que cire, CA; donc un 
rayon serait à un rayon comme la circonférence dé- 
crite du premier rayon est à une circonférence plus 
petite que la circonférence décrite du second rayon, 
ce qui a été démontré impossible. 

Puisque le quatrième terme de la proportion CA: 
OB::€r//%;.GA:X ne peut être ni plus petit ni plus 
grand que cire. OB , il faut qu^il soit égal à cire. OB ; 
donc les circonférences des cercles sont entre elles 
comme les rayons. 

Un raisonnement et une construction entièrement 
semblables servii*ont à démontrer que les surfaces 
des cercles sont comme les quarrés de leurs rayons. 
Nous n'entrerons pas dans d autres détails sur cette 
proposition , qui d'ailleurs est un corollaire dé la sui- 
vante. 

CoroUeUre. Les arcs semblables AB, DE, sont fig.iC6. 
comme leurs rayons AC , DO, et les secteurs sembla- 
bles AGB j DOE , sont comme les quarrés de ces mêmes * 
rayons. 

Car, puisque les arcs sont semblables, langle G 
est égal à l'angle O*; or l'angle C est à quatre angles ♦déf. 3. 
droits conune l'arc AB est à la circonférence entière ^' ' 
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* ï7. a- décrite du rayon AC*, et l'angle O est à quatre anglec 
droits comme Tare DE est à la circonférence décrite 
du rayon OD; donc les arcs AB, DE, sont entre eux 
comme les circonférences dont ils font partie : ces cir- 
conférences sont comme les rayons AC, DO, donc 
arcAB:arcJ)E::AG:DO. 

Par la même raison les secteurs ACB, DOE^ sont 
comme les cercles entiers , ceux-ci sont comme les 
quarrés des rayons; donc secû. ACBisecû. DOS::; 

. ÂC : DO. 

PROPOSITION XII. 

THEOREME. 

L'aire du cercle est égale au produit de sa 
circonférence par la moitié du rayon. 

Désignons par surf, CA la surface du cercle dont k 
rayon est CA; je dis qu'on aura surf. CA=7CAx 
cire, CA. ' 
fîg. 167- Car si \ CA X cire, CA n'est pas Taire du cercle dont 
CA est le rayon, cette quantité sera la mesure dun 
cercle plus grand ou plus petit. Supposons d'abord 
quelle est la mesure d'un cercle plus grand, et soit, 
s'il est possible ,'7 CA X cire, CKz=:suïf. CE. 

Au cercle dont le rayon est CA circonscrivez un 
polygone régulier DEFG , etc. , dont les côtés ne ren- 
* 10. contrent pas la circonférence qui a CE pour rayon *; 
la surface de ce polygone sera égale à son contour 
* 7. DE + EF + FG + etc. multiplié par 7 AG * : mais le 
contour du polygone est plus grand que la circon- 
férence inscrite , puisqu'il lenveloppe de toutes parts ; 
donc la surface du polygone DEFG, etc., est plus 
grande que 7 AC X cire, AC , qui , par hypothèse , est la 
mesure du cercle dont CE est le rayon; donc le poly- 
gone serait plus grand que le cercle. Or au contraire 
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l est plus petit, puisqu'il y est contenu; donc il est 
mpossible que 7 GA X cire. GÂ soit plus grand que 
urf, CA, ou, en d'autres termes, il est impossible que 
a circonférence d'un cercle multipliée par la moitié 
le son rayon soit la mesure d'un cercle plus grand. 

Je dis en second lieu que le même produit ne peut 
^tre la mesure d'un cercle plus petit; et, pour ne pas 
i^hanger de figure, je supposerai qu'il s'agit du cercle 
lont CB est.le rayon; il faut donc prouver que-CB 
X cire, CB ne peut être la mesure dun cercle plus 
petit, par exemple, du cercle dont le rayon est CA. 
En effet, soit, s'il est possible, 7GB x^/r^;. GB = 
su7^. CA. 

Ayant fait la même construction que ci-dessus, la 
surface du polygone DEFG , 'etc. , aura pour mesure 
(DE+EF + FG+etc.)X7GA; mais le contour 
DE+.EF + FG + etc., est moindre que cire. CB 
qui l'enveloppe de toutes parts; donc Taire du poly- 
gone est moindre que 7 G A X cire. CB , et à plus forte 
raison moindre que | CB x cire. CB. Cette dernière 
quantité est, par hypothèse, la mesure du cercle dont 
G A est le rayon; donc île polygone serait moindre 
que le cercle inscrit, ce qui est absurde; donc il est 
impossible que la circonférence d'un cercle, multi- 
phée par la- moitié de son rayon, soit la mesure d'un 
cercle plus petit. 

Donc enfin la cii*conférence d'un cercle multipliée 
par la moifié de son rayon est la mesure de ce même . 
cercle. 

Corollaire I. La surface d un secteur est égalé à l'arc fig. 168. 
de ce secteur multiplié par la moitié du rayon. 1 

Car le secteur AGB est au cercle entier comme 
l'arc. AMB est à la circonférence entière ABD*, ou *i7,a. 
comme AMBX7AG est à ABDxiAG. Mais le cercle 
entier=ABDx7AG; donc le secteur AGB a pour 
mesure AMB X 7 AC. 
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Corollaire II. Appelons ir la circonférence dont k|É: 
diamètre est lunité; puisque les circonférences sont 
comme les rayons ou comme les diamètres ^ on poum 
faire cette proportion : le diamètre i est à sa circonfé- 
rence ^ comme le diamètre siGA est à la circonfé- 
rence qui a pour rayon GA; de sorte qu'on tnn 
âgiCyS. iiTç:: aCA : cire, CA; donc eirc. CA = 3 ir X CA. 
Multipliant de part et d'autre par ~ CA, on aura 

^CAx cire. CA = 7rxeA', ou swf. CA = r. CA- |^ 
donc la surface (Tun cercle est égale au vroduit du 
quarré de son rayon par le nombre constant ir, fi 
représente la circonférence dont le diamètre est i, «t 
le rapport de la circonférence au diamètre. 

Pareillement la surface du cercle qui a pour rayon 

» - a « — ' » 

OB sera égale à tc x OB ; or w X ÇA : ir X OB :: 

^ CA : OB ; donc les surfaces des cercles sont entre eUes 
comme les quarrés de leurs rayons , ce qui s*accorde 
avec le théorème précédent. 

Scholie, Nous avons déjà dit que le problâme delà 
quadrature du cercle consiste à trouver un quarré égal 
en surface à un cercle dont le rayon est connu \ or on 
vient de prouver que le cercle est équivalent au rec- 
tangle fait sur la circonférence et la moitié du rayon, 
et ce rectangle se change en quarré en prenant une 
* pr. 6, moyenne proportionnelle entre ses deux dimensions*: 
ainsi le problême de la quadrature du cercle se ré- 
duit à trouver la circonférence quand on connaît le 
rayon , et pour cela il suffit de connaître le rapport 
de la circonférence au rayon ou au diamètre. 

Jusqu'à présent on n'a pu déterminer ce rapport 
que dune manière approchée; mais Tapproximation 
a été poussée si loin, que la connaissance du rapport 
exact n'aurait aucun avantage réel sur celle du rap- 
port approché. Aussi cette question , qui a beaucoup 
occupé les géomètres lorsque les méthodes d approxi- 



malion «taient moins connues , est maintenant relé- 
guée parmi les questions oiseuses dont il nest permis 
de s'occuper qu'à ceux qui ont à peine les premières 
notions de géométrie. 

Arclwnede a prouvé que le rapport de la circon- 
férence au diam^etre est compris entre 3 ^7 et 3^; 
ainsi Sf ou ^ est uiie valeur déjà fort approcl^ée du 
nombre quje nous avons représenté par ir, et cette 
première approximation est fort en usage à cause de 
sa simplicité. Métius a trouvé pour le même nombre 
là valeur beaucoup plus approchée —f. Enfin la va- 
leur de ^) développée jusqu'à un certain ordre de 
décimales, a été trouvée par d'autres calculateurs 
3,141^926535897932, etc., et on a eu la patience de 
prolonger ces décimales jusqu'à la cent vingt-septième 
ou même jusqu'à* la cent-quarantième. Il est év^deqt 
qu'une tplle approximation équivaut à la vérité, et 
qu'on ne çoi^nait pas mieux les racines des puissances 
imparfaites. ^ 

On expliquera, dans les problèmes suivants, deux 
des méthodes élémentaires les plus simples pour obte- 
nir ces approximations. 

PROPosiTioisf xm. 

PROBliBM s. 

Etant données les surfaces cVun polygone ré- 
gulier inscrit et d'un polygone semblable cir^ 
conscrit j trouver les suif aces des polygones ré* 
guliers inscrit et circonscrit d'un nombre de côtés 
double. 

Soit AB le côté du polygone donné inscrit, EF fig. 1% 
parallèle à AB, celui du polygone semblable circon- 
scrit, C le centre du cercle; si on tire la corde AM et 
l&ê tangentes AP, BQ, la corde AM sera le côté du 
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polygone inscrit d'un nombre de c6tës double, et 
PQ double de PM sera celui du piDlygone senotblable 
*6. circonscrit *. Cela posé, comme la même constrùctioa 
aura lieu dans les différents angles égaux à ACM, M 
suffit de considérer l'angle ACM seul , et les triangles 
qui y sont contenus seront entre eux comme les poly- 
gones entiers. Soit A la surface du polygone inscrit 
dont AB est un côté, B la surface du polygone sem- 
blable circonscrit. A' la surface du polygone dont 
AM est im côté, B' la surface du polygone semblable 
circonscrit; A et B sont connus, il Vagit de trouTer 
A' et B'. 

1^ Les triangles ACD, ACM, dont le sommet 
commun est A, sont entre eux comme leurs bases 
CD , CM ; d'ailleurs ces triangles sont comme les po- 
lygones A et A' dont ils font partie; donc A: A';: 
CD : CM. Les triangles CAM , CME , dont le sonunet 
commun est M, sont entre eux comnm leurs bases 
CA, CE; ces mêmes triangles sont comme les poly- 
gones A' et B dont ils font partie ; donc A' : B : : CA : CE. 
Mais à cause des parallèles AD, ME, on a CD: CM:: 
CA:CE; donc A:A'::A':B; donc le polygone A, 
, l'un de ceux que l'on cherche , est moyen propor- 
tionnel entre les deux polygones connus A et B , et on 

a par conséquent A'= V/A X B. 

2° A cause de la hauteur commune CM , le trian- 
gle CPM est au triangle CPE comme PM est à PE ; 
mais la ligne CP divisant en deux parties égales 
17,3. l'angle MCE, on a^ PM:PE::CM:CE::CD:CA:: 
A : A' ; donc CPM : CPE : : A : A', et par suite , CPM : 
CPM-hCPE, ou CME::A:A+A'. Mais CMPA 
ou 2CMP et CME sont entre eux comme les poly- 
gones B' et B dont ils font partie ; donc B' : B : : 
aA:A+A'. On a déjà déterminé A'; cette nou- 
veUe proportion déterminera B', et on aura B'=: 
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^ ' j^, i donc, au moyen des polygones A et B, il est 

acile de trouver les polygones A' et B' qui ont deux 
fois plus de côtés. 



PROPOSITION XIV, 



PROBLÈME. 



Trouver le rapport approché de la circonfé- 
rence au diamètre. 

Soit le rayon du cercle =z= i , le côté du quarré 
inscrit sera V^2*, celui du quarré circonscrit sera «3^ 
égal au diamètre 2; donc la surface du quarré ins- 
crits 2, et celle du quarré circonscrit = 4* Mainte- 
nant, si on fait A:=2 et B=4> on trouvera par le 
problême précédent l'octogone inscrit ' A'=v^8=: 

2,8284271 , et l'octogone circonscrit B'= -= 

3,3 137085. Connaissant ainsi les octogones inscrit 
et circonscrit, on trouvera par leur moyen les po- 
lygones d'un nombre de côtés double ; il faudra de 
nouveau supposer A=2,828427i, B=3,3i37o85, et 

on aura A'=v/ÂxB=3,o6i4674, et B' = î^ 

=3,1825979. Ensuite ces polygones de 16 côtés ser- 
viront à connaître ceux de 32 , et on continuera ainsi 
jusqu'à ce que le calcul ne donne plus de différence 
entre les polygones inscrit et circonscrit, au moins 
dans Tordre de décimales auquel on s'est arrêté , qui 
est le septième dans cet exemple. Arrivé à ce point , 
on conclura que le cercle est égal au dernier résultat, 
car le cercle doit toujours être compris entre le po-» 
lygone inscrit et le polygone circonscrit; donc si 
ceux-ci ne différent point entre eux jusqu'à un certain 



126 GÉOMÉTRIE. 

ordre de décimales, le cercle n^en différera pas non 
plus jusqu'au même ordre. 

Voici le calcul de ^ces polygones prolongé jusqu'à 
ce qu'ils ne différent plus dans le septième ordre de 
décimales. 

Nombre àt% cdt^. Poljgone int<!rit. Poljgone ciromMoiit. 

4 2,0000000 4yOOOOOOO 

8 .. 2,8284271 3,3i37o85 

16 3,0614674 3,1825979 

^2 3,12144^1 3,1517249 

64 3,i365485 3,i44ri84 

128 3,i4o33n 3,i4^^23é 

256 ....:. 3,1412772 ...... ï,i4i73o4 

5i2 3,i4i5i38 3,i4i632i 

ÏÔ24 ..*... . 3,1415729 3,r4i6oa5 

2048 3,1415877 3,1415961' 

4096 3,1415914 • • 3,1415933^^ 

8192 3,1415923 3,1415928. 

i6384 3,1415925 3,1415927 

32768 3,1415926 3,1415926 

De là je conclus que la surface du cercle se 
3,1415926. On pourrait avoir du doute sur la der- 
nière décimale à cause des erreurs qui viennent des 
parties négligées; mais le calcul a été fait avec une 
décimale de plus , pour être sûr du résultat que nous 
venons de trouver jusque dans la dernière décimale. 

Puisque la surface du cercle est égale à la demi* 
circonférence multipliée par le rayon , le rayon étant 
I, la demi-circonférence est 3,1415926; ou bien le 
diamètre étant i, la circonférence est 3,i4i5g26; 
donc le rapport de la circonférence au diamètre dé- 
signé ci-dessus par 77=3,1415926. 



I 



LITRE IT. lay 

PROPOSITION XV. 



LEMME. 



Le trian^ CAB est équivalent au triangle isoscele DCE, fig.i7o« 
Ml a le même an^e C , et dont le côté CE égal h CD est 
%(yf en proportionnel entre CA et CB. De plus ^ si V angle 
lAB est ^Ëroity la perpendiculaire CF abaissée sur la base 
lu triangle isoscele , sera moyenne proportionnelle entre le 
^té CA et la demi-somme des côtés CA , CB. 

Car, i*^ à cause de l'angle commun C , le triangle AlBC est 
LU triangle isoscele DCE comme AC X CB est à DC X CE , ou 

- ■ - a , ■ a 

QC*; donc ces triangles seront équivalents, sipC:=AC *a4,3. 
^CB, on si DC est moyenne proportionnelle entre AC 
et CB. 

a® La perpendiculaire CGF coupant en deux parties égales 
angle ACB , on a* AG : GB : : AC : CB , d'où résulte , compo- * 17 , 3. 
nendo, AG:AG+GB ou AB:: AC: AC + CB; mais AG 
à se AB comme le triangle ACG est au triangle ACB ou 
aCDF ; d'ailleurs, si l'angle A- est droit , les triangles rectan<* 
gles ACG, CDF, seront semblables, et donneront ACG: 

CDF::AC:CF, donc, 

Ac'aCFV.AC: AC + CB. 
Multipliant le second rapport par AC ,< les antécédents de- 
viendront égaux, et on aura par conséquent 2CF==ACX 

(AC+CB), ou CF= ACX ( ); donc a** si l'angle 

A est droit, là perpendiculaire CF sera moyenne propor- 
tionnelle entre le côté AC et la demi-somme des côtés 
AC, CB. 

PROPOSITION X\'I. 



PROBLEME. 



Trouver un cercle qui diffère aussi peu qu'on voudra dun 
polygone régulier donné. 

Soit proposé , par exemple , le quarré BMNP \ abaissez du fig 171. 
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centre C la perpendiculaire CA sur le c6t^ MB, et jo^nci 
CB. 

Le cercle décrit du rayon CA est inscrit dans le qoazré, 
et le cercle décrit du rayon CB est circonscrit à ce mène 
quarré; le premier sera plus petit que fe quarré, )e second 
sera plus grand ; mais il s'agit de resserrer des liinités* 

Prenez CD et CE égales chacune à la moyenne propcur^ 
tionnelle entre CA et CB , et joignez £D ; le triangle iaoacàt 
iS. CD£ sera équivalent au triangle CAB'*^ ; faites de même poitf 
chacun des huit triangles qui composent 1^^ quarré , toqi 
formerez ainsi un octogone régulier équivalent au qnaiié ^ 
BMNP. Le cercle décrit du rayon CF, moyen "prcfpm- 

tionnel entre CA et -, sera inscrit dans roctogone, et 

le cercle décrit du rayon CD lui sera circonscrit. Ainsi le 
premier sera plus petit que le quarré donné et le second 
plus grand. 

Si on change de la même manière le triangle rectangle 
CDF en un triangle isoscele équivalent, on formera par ce 
moyen un polygone régulier de seize côtés, équivalent au 
quarré proposé. Le cercle inscrit dans ce polygone sera pins 
petit que le quarré, et le cercle circonscrit sera plus grand. 

On peut continuer ainsi jusqu'à ce que le rapport entre 
le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle circonscrit 
diffère aussi peu qu*on voudra de l'égalité. Alors l'un et 
l'autre cercles pourront être regardés comme équivalents au 
quarré proposé. 

Scholie, Voici à quoi se réduit la recherche des rayons 
successifs. Soit a le rayon du cercle inscrit dans Tun des 
polygones trouvés , h le rayon du cercle circonscrit au même 
polygone ; soient a! et b' les rayons semblables pour le po- 
lygone suivant qui a un nombre de côtés double. Suivant ce 
que nous avons démontré , b' est une moyenne proportion- 
nelle entre a et ^ , et a' est une moyenne proportionnelle 



\ 



entrer et ; de sorte qu'on aura b'z=zy^ay,b^ et a'= 






; donc les rayons a et b d'un polygone étant 
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ras , on en conclut facilement les rayons a! et V du po- 
»ne suivant : et on continuera ainsi jusqu'à ce que la 
^ence entre les deux rayons soit devenue insensible ; 
8 Tun ou l'autre de ces rayons sera le rayon du cercle 
[valent au quarré ou au polygone proposé. 

ette méthode est facile à pratiquer en lignes , puisque 
se réduit à trouver des moyennes proportionnelles suc- 
ives entre des lignes connues ; mais elle réussit encore 
IX en nombres , et c'est une des plus commodes .que_la 
nétrie élémentaire puisse fournir pour trouver promp- 
mt ie rapport approché de la circonférence au diamètre, 
le côté du quarré zr 2 , le premier rayon inscrit CA sera 
t le premier rayon circonscrit CB sera \/2oui,4i4^i^6* 
ant donc ^z=i, & =1,414^1^6 9 on trouvera If-mz 
I92071, et a' = 1,0986841. Ces nombres serviront à 
nier les suivants d'après la loi de continuation. 

oici le résultat du calcul fait jusqu'à sept ou huit chiffres 
Les tables de logarithmes ordinaires. 

yons des cercles circonscrits. Rayons des cercles inscrite* 

i,4i42i36 1,0000000. 

1,1892071 1,0986841- 

i,i43o5oo i,i2io863. 

i,i32oi49 1,1265639. 

1,1292862 1,1279257. 

1,1286063 1,1282657. 

aintenant que la première moitié des chiffres est la 
le des deux côtés , on pourra , au lieu des moyens géo- 
îques , prendre les moyens arithmétiques , qui n'en dif- 
ut que dans les décimales ultérieures. De cette manière 
ération s'abrège beaucoup, et les résultats sont : 

1,1284360 l,i2835o8. 

1,1283934 1,1283721. 

1,1283827 1,1283774. 

i,i2838oi 1,1283787. 

1,1283794 1,1283791. 

1,128379a 1,1283792. 

0/12. éd. 5 
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Donc 1 91283791 est à très -peu près le rayon du cercle 
égal en surface au quarré dont le côté est 2. De là il est fa- 
cile de trouver le rapport de la circonférence aa diamètre : 
car on a démontré que la surface du cercle est égale au 
quarré de son rayon multiplié par le nombre ir ; donc , si 
on divise la surfaca 4 par le quarré de 1,1283792 , on aura 
la valeur de i?, qui se trouve par ce calcul de 3,1415926, etc., 
comme on Ta trouvée par une autre méthode. 



APPENDICE AU LIVRE IV. 

DÉFINITIONS, 

I. KJjx appelle maximum la quantité la plus grande entre 
toutes celles de la même espèce ; minimum la plus petite. 

Ainsi le diamètre du cercle est un maximum entre toutes 
les lignes qui joignent deux points de la circonférence, et 
la perpendiculaire est un minimum entre toutes les droites 
menées d'un point donné à une ligne donnée. 

II. On appelle figures isopérimetres celles qui ont des pé- 
rimètres égaux. 

PROPOSITION PREMIERE/ 

THEOREME. 

Entre tous les triangles de même base et de même péri- 
mètre , le triangle maximum est celui dans lequel les deux 
côtés non déterminés sont égaux, 

fig . 171. Soit AC = CB , et AM + MB = AC + CB ; je dis que le 
triangle isoscele ACB est plus grand que le triangle AMB 
qui a même base et même périmètre. 

Du point C , comme centre , et du rayon CA= CB , dé- 
crivez une circonférence qui rencontre CA prolongé en D; 
joignez DB; et l'angle DBA, inscrit dans le demi -cercle, 

r 5 4. sera un angle droit *. Prolongez la perpendiculaire DB vers 
N , faites MN=: MB, et joignez AN. Eniin des points M et C 
abaissez MP et CG, perpendiculaires sur DN. Puisque CB= 
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CI> etMN=:MB, on a AC + CB = AD, et AM + MB = 
AM + MN. Mais AC + CB == AM H- MB ; donc AD = AM -h 
MN ; donc AD > AN : or si l'oblique AD est plus grande que 
roblique AN , elle doit être plus éloignée de la perpendicu- 
laire AB ; donc DB > BN ; donc BG , qui est moitié de BD * , * 12 , x ^ 
sera plus grande que BP moitié de BN. Mais Jes triangles 
ABC , ABM , qui ont même base AB , sont entre eux comme 
leurs hauteurs BG , BP ; donc , puisqu'on a BG > BP, le tri- 
angle isoscele ABC est plus grand que le non-isoscele ABM 
de même basé et de même périmètre. 

PROPOSITION IL 

THEOREMB. 

Bntre tous les polygones isopérimetres et d*un même 
nombre de côtés y celui qui est un maximum a ses côtes 

Car soit ABCDEF le polygone maximum; si le côté BC ^Z- »7Î^ 
n'est pas égal à CD , faites sur la base BD un triangle isos- 
cele BOD qui soit isopérimetre à BCD, le triangle BOD sera 
plus grand que BCD * , et par conséquent le polygone * F» '• 
ABODEF sera plus grand que ABCDEF ; donc ce dernier 
ne serait pas le meiximum entre tous ceux qui ont le même 
périmètre et le même nombre de côtés , ce qui est contre la 
supposition. On doit donc avoir BC :=: CD : on aura par la 
même raison CD = DE, DE = EF, etc. ; donc tous }es côtés . 
du polygone maximum sont égaux entre eux. 

PRO^POSlf ION III. 

THEOREME. 

« 

De tous les triangles formés avec deux côtés donnés fai^ 
sant entre eux un ai^gle à volonté y le maximum est celui 
dans lequel les deux côtés donnés font un angle droit. 

Soient les deux triangles BAC , BAD , qui ont le côté AB fig. 174^ 
commun , et le côté AC = AD ; si l'angle BAC est droit , je 
dis que le triangle BAC sera plus grand que le triangle BAD, 
dans lequel l'angle en A est aigu ou obtus. 

9- 



l3a GÉ0MÉTRI2. 

Car la base AB étant la même , les deux triangles BAC y 
BAD , sont comme les hauteurs AC , D£ : mais la per- 
pendiculaire D£ est plus courte que Toblique AD ou son 
égale AC ^ donc le triangle BAD est plus petit que BAC^ 

PROPOSITION IV. 

THEOREME. 

JDe tous les polygones formés avec des côtés donnés et m 
dernier à volonté y le maximum doit être tel qife tous ses 
angles soient inscrits dans une demi- circonférence dont k 
côté inconnu sera le diamètre» 

fig. 175. Soit ABCDEF le plu» grand des polygones formés ayec 
le» côtés donnés AB, BC , CD, DE, EF, et un «emier AF 
à volonté ; tirez les diagonales AD , DF. Si Fangle JkDF 
n'était pas droit , on pourrait , en consenrant les parties 
^ ABCD , DEF , telles qu'elles sont , augmenter le triangle 
ADF, et par conséquent, le polygone entier, en rendant 
l'angle ADF droit , conformément à la proposition préoé- 
dente ; mais ce polygone ne peut plu» être augmenté, pais- 
' qu'il est supposé parvenu à son maximum ; donc l'angle 
ADF est déjà un angle droit. Il en est de même des angles 
ABF, ACF, AEF; donc tous les angles A, B, C,D,ï:,F, 
du polygone maximum sont inscrits dans une demi-circôn- 
férence dont le côté indéterminé AF est le diamètre. 

Scholie, Cette proposition donne lieu à une question ; sa- 
voir , s'il y a plusieurs manières de former un polygone avec 
des côtés donnés , et un dernier inconnu qv isera le diamètre 
de la demi-circonférence dans laquelle les autres côtés sont 
inscrits. Avant de décider cette question , il faut observer 
que si une même corde AB sous -tend des arcs décrits de 

£g. 176. différents rayons AC , AD , l'angle au centre appuyé sur 
cette corde sera le plus petit dans le cercle dont le rayon 
est le plus grand ; ainsi ACB < ADB. En effet l'angle ADO 

Ta;,!. =ACD + CAD*; donc ACD<ADO, et en doublant de 
part et d'autre on aura ACB < ADB. 
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PROPOSITION V. 

THEOREME. 

n n'y a qu'une manière déformer le polygone ABCDEF, 
avec des côtés donnés et un dernier inconnu qui soit le dià' 
mètre de la demi-circonférence dans laquelle les autres côtés 
sont inscrits. 

Car, supposons qu*on a trouvé un cercle qui satisfasse à fig* i?^. 
la question ; si on prend un cercle plus grand , les cordes 
AB, BC, CD , etc. , répondront à des angles au centre plus 
petits. La somme de ces angles au centre sera donc moindre 
que deux angles droits ; ainsi les extrémités des côtés 
donnés n'értioutiront plus aux extrémités d'un diamètre. 
L'inconvénient contraire aura lieu si on prend un cercle 
plus petit; donc le polygone dont il s'agit ne peut être 
inscrit que dans un seul cercle. 

Scholîe, On pedt changer à volonté l'ordre des côtés AB , 
BC 9 CD ^ etc. , et re diamètre du cercle circonscrit sera tou- 
jours le même , ainsi que la surface du polygone ; car , quel 
que soit Tordre des arcs AB, BC, etc., il suffit que leur 
somme fasse la demi -circonférence , et le polygone aura 
toujours la même surface , puisqu'il sera égal au demi-* 
cercle moins les segments AB , BC , etc. , dont la somme 
est toujocirs la même. 

PROPOSITION VI. 

THEOREME. 

De tous les polygones /ormes avec des côtés donnés , le 
maximum est celui qu'on peut inscrire darui un cercle. 

Soit ABCDEFG le polygone inscrit, et abcdefg le non- ^S- »77* 
inscriptible formé avec des côtés égaux , en sorte qu'on ait 
ABr=:â6^ BC=&c^ etc.; je dis que le polygone inscrit est 
plus grand que l'autre. 

Tirez le diamètre EM; joignez AM , MB ; sur a6r=:AB 
faites le triangle ahm égal à ABM , et joignez em. 

En vertu de la proposition IV, le polygone iEFGAM est 
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plus grand que efgam.y à moins que celui-oi ne pukse être 
pareillement inscrit dans une demi - circonférence dont le 
côté ern serait le diamètre , auquel cas les deiîx polygones 
seraient égaux en vertu de la proposition V. Par la méiii« 
raison le polygone EDCBM est plus grand que edcbm, sauf 
la même exception où il y aurait égalité. Donc le polygone 
entier EFGAMBCDE est plus grand que efgambcdcy à moins 
qu'ils ne soient entièrement égaux : mais ils ne le sont pas, 
puisque Fun est inscrit dans le cercle , et que l'autre est 
supposé non-inscriptible; donc le polygone inscrit est le 
plus grand. Retranchant de part et d'autre les triangles 
égaux ABM , abm , il restera le polygone inscrit ABCDEFG 
plus grand que le non-inscriptible ahcdefg* 

Scholie, On démontrera , comme dans la proposition Y» 
qu'il ne peut y avoir qu'un seul cercle , et par conséquent 
'qu'un seul polygone maximum qui satisfasse à la question; 
et ce polygone serait encore de même surface y de quelqa» 

manière qu'on changeât l'ordre de ses côtés*» 

« 

PROPOSITION VII. 

THEOREME. 

Lç polygone rcguUer est un maximum entre tous Uspolyt^^ 
gones isopcrimetres et d'un même nombre de côtés. 

Car, suivant le théorème ÏI , le polygone maxirrium a tous 
&es côtés égaux; et, suivant le théorème précédent , il estio^ 
scriptible dans le cercle ; donc ce polygone est régulier* 

PROPOSITION VUL 

li £ H aSi £■ 

Deux angles au centre , mesurés dans deux cercles diffé- 
-' rents , sont entre eux comme les arcs compris divisés por 
leurs rayons, 

Ég i"8 Ainsi l'angle C est à l'angle G comme le rapport est 

DE ' 
au rapport -^. 

D'un rayon OF égala AC décrivez l'arc FG compris cntw 
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les c6tës OD, OE , prolongés ; à cause des rayons égaux AC , 

AB FG ,^ . ^ 
OF, on aura d'abord C;0:: AB:FG% on::---:-—'. Mais * 17» ^ 

AC rU 

à cause des arcs semblables FG , DE , on a * FG : DE : : FO : * x i. 

FG , , DE 

DO; donc le rapport -— est égal au rapport —^ï «t on a 

AB DE 
par conséquent C : O : : -—- r-^rr • 

AC DO 

PROPOSITION IX. • 

THEOREME. 

De deux polygones réguliers isopérimetres , celui qui a le 
plus grand nombre de côtés est le plus grand. 

Soit D& le demi-côté de l'un des polygones , O son centre, fig. 17^ 
OE son apothème ; soit AB le demi-côté de l'autre polygone, 
C son centre , CB son apotbéme. On suppose les centres O 
et C situés à une distance quelconque OC , et les apothèmes 
OE, CB, dans la direction OC : ainsi DOE et ACB seront 
les demi-angles au centre des polygones , et comme ces an- 
gles ne sont pas égaux , les lignes CA , OD , prolongées se 
rencontreront en un point F ; de ce point abaissez sur OC 
la perpendiculaire FG ; des points O et C , comme centres , 
décrivez les arcs GI , GH , terminés aux côtés OF, CF. 

GI PîT 
Cela posé , on aura par le lemme précédent O : C : : : ; 

mais DE est au périmètre du premier polygone comn^e 

Tangle O est à quatre angles droits , et AB est au périmètre 

du second comme l'angle C est à quatre angles droits ; donc, 

puisque les périmètres des polygones sont égaux , DE : AB 

GH 
: : O : C , ou DE : AB : : : — — , Multipliant les antécédente 

CG 

par OG et les conséquents par CG, on aura DE X OG : AB X 

CG :: GI : GH. Mais les triangles semblables ODE, OFG^ 

donnent OE : OG : : DE : FG , d'où résulte DE X OG = OE 

X FG ; on aura de même AB X CG = CB X FG ; donc OE X 

FG : CB X FG :: GI : GH , ou OE : CB :: GI : GH. Si donc 

on fait voir que l'arc GI est plus grand que l'arc GH , il 

^'ensuivra que l'apothème OE est plus grand que CB. 
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De Tautre côté de CF soit faite la figure GLe endèremeok 
égale à la figure CGar, de sorte qu'on ait GK=CG, l'angle 
HCK=:HCG , et l'arc k^=.rG ; la courbe KjcG envelop- 

• g^ pera l'arc KHG , et sera plus grande que cet arc *. Donc Gjt, 

moitié de la courbe , est plus grande que GH moitié de l'arc; 
donc , à plus forte raison , GI est plus grand que GH. 

Il résulte de là que l'apothème 0£ est plus grand que CB : 
mais les deux polygones ayant même périmètre sont entre 

* 7. eux comme leurs apothèmes * ; donc le polygone qui a pour 

demi- côté D£ est plus grand que celui qui a pour demi-côté 
AB : le premier a le plus de côtés , puisque son angle au 
centre est le plus petit; donc de deux polygones réguliers iso« 
périmètres , celui qui a le plus de côtés est le plus grand. 

PROPOSITION X. 



THEOREME. 



Le cercle est plus grand que tout polygone ùcpérimetre» 
fig. x$o. Il est déjà prouvé que de tous les polygones isopérimetres 
et d'un même nombre de côtés le polygone régulier est le 
plus grand ; ainsi il ne s'agit plus que .de comparer le cerdc 
à un polygone régulier quelconque isopérimetre. Soit AI le 
demi-côté de ce polygone , C son centre. Soit dans le cercle 
isopérimetre l'angle DOEzzzACI, et conséquemment l'arc 
DE égal au demi - côté AI. Le polygone P est au cercle ^C 
comme le triangle AGI est au secteur OD£ ; ainsi on aura 
P:C::|AIxCI:iDExOE::a:OE. Soit menée au point 
£ la tangente EG qui rencontre OD prolongé en G ; les tri- 
angles semblables AGI, GOE, donneront la proportion GI: 
OE::AIouDE:GE; doncP;C::i)E:GE, ou comme DEx 
7OE qui est la mesure du secteur DOE est à GEX7OE qui 
est la mesure du triangle GOE^ or le secteur est plus petit 
que le triangle; donc P est plus petit que C , donc le cercle 
est plus grand que tout polygone isopérimetre. 



^%«^^M^i^^^^<l^^.^.^'X/^^»'%.%<%m.%/%'%/%»^^»«>%m.%/%«%/%<^^<<.^^^<%/%'%<%^%<%l%^/%/%<^/%<%^'%.-%.%/%/^%,^<^ 
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LES PLANS ET LES ANGLES SOLIDES. 



DEFINITIONS. 



I. U NB ligne droite est perpendiculaire a un plan y 
lorsqu'elle est perpendiculaire à toutes les droites qui 
passent par son /7iit?</ dans le plan*. Réciproquement *pr.4. 
le plan est perpendiculaire à la ligne. 

Le pied de la perpendiculaire est le point où cette 
ligne rencontre le plan. 

II. Une ligne est parallèle a un plan y lorsqu'elle 
ne peut le rencontrer à quelque distance qu'on les 
prolonge Tun et lautre. Réciproquement le plan est 
parallèle à la ligne. 

III. Deux plans sont parallèles entre eux, lorsqu'ils 
ne peuvent se rencontrer à quelque distance qu'on les 
prolonge lun et lautre. 

IV. Il sera démontré* que l'intersection commune *pr.3. 
de deux plans qui se rencontrent est une ligne droite ' 

cela posé , l'angle ou r inclinaison mutuelle de deux 
plarps est la quantité plus ou moins grande dont ils 
sont écartés l'un de l'autre ; cette quantité se me- 
sure * par l'angle que font entre elles les deux per- *pr.7. 
pendiculaires menées dans chacun de ces plans au 
tnéme point de l'intersection commune. 
Cet angle peut être aigu, droit, ou obtus. 

V. S'il est droit , les deux plans sont perpendicum 
'aires entre eux, 

VI. Angle solide est l'espace angulaire compris 
ntre plusieurs plans qui se réunissent en un même 
»oint. 
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15g. i99« Ainsi Tangle solide S est formé par la reunion des ' 
plans ASB, BSC, CSB, DSA. 

Il faut au moins trois plans pour former un angle 
solide. 

PROPOSITION PREMIERE, 

THEOREME. 

Une ligne droite ne peut être en partie dans 
un plan , en partie au dehors. 

Car , suivant la définition du plan y dès qu^uno 
ligne droite a deux points communs avec un plan, 
elle est toute entière dans ce plan. 

Scholie, Pour reconnaître si une surface est plane, 
il faut appliquer une ligne droite en différents sens 
siir cette surface, et voir si elle touche la surface dans 
toute son étendue. ' 

PROPOSITION U. 

THÉORÊMEr 

Deux lignes droites qui se coupent sont dans 
un même plan , et en déterminent la position, 

lîg. i8i. Soient AB, AC, deux lignes droites qui se coupent 
en A : on peut concevoir un plan où se trouve la 
ligne droite AB; si ensuite on fait tourner ce plan 
autour do AB , jusqu'à ce qu'il passe par le point C , 
alors la ligne AC , qui a deux de ses points A et C dans 
ce plan, y sera toute entière, donc la position de ce 
plan est déterminée par la seule condition de renfer- 
mer les deux droites AB, AG. 

Corollaire I, Un triangle ABC, ou trois points 
A , B , C , non en ligne droite , déterminent la position 
d'un plan. 

fig. 182. Corollaire Ih Donc aussi deux parallèles AB, CD,, 
déterminent la position d'un plan ; car si on mené la 
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sécante EF, le plan des deux droites AE, EF, sera 
celui des parallèles AB, CD. 

PROPOSITION III. 



THÉORÈME. 



Si deux plans se coupent^ leur intersection 
commune sera une ligne droite. 

Car, si dans les points communs aux deux plans 
on en trouvait trois qui ne fussent pas en ligne droite, 
les deux plans dont il s*agit, passant chacun par ce^ 
trois points, ne feraient qu'un seul et même plan*, 
ce qui est contre la supposition. 

PROPOSITION IV. 



THÉORÈME. 



Si une ligne droite AP est perpendiculaire à % i83. 
deux autres PB , PC , qui se croisent à son pied 
dans le plan MN , elle sera perpendiculaire à 
une droite quelconque PQ menée par son pied 
dans le même plan , et ainsi elle sera perpendi" 
culaire au plan MN. 

Par un point Q, pris à volonté sur PQ, tirez la 
droite BC dans l'angle BPG, de manière que BQ= 
QC ", joignez AB , AQ , AG. Vob.5, 

La base BC étant divisée en deux parties égales au •"• '• 
point Q^ le triangle BPC donnera*, * i4, ^ 

PC + PB=2PQ + 2QC! 
liC triangle BAC donnera pareillement , 

AC + Âb!=z^2AQ+ 2QC.* 
Retranchant la première égalité de la seconde, et 
observant que les triangles APC , APB , tous deux 

rectangles en P, donnent AC — PC=:AP,et AB — 

PB=APj on aura, 

ÂP+ÂP^aÂQ— aPQ* 
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Donc, en prenant les moitiés de paît ôt d'autre, 

on a ÂP=ÂQ— Pq\ ou ÂQ=ÂP + PQ', donc le 
• i3. 3. triangle APQ est rectangle en P * ; donc AP est pei^ 
pendîculaire à PQ. 

Scholie. On voit par là , non seulement qu'il est pos- 
sible qu'une ligne droite soit perpendiculaire à toutei 
celles qui passent par son pied dans un plan , mais 
que cela arrive toutes les fois que cette ligne est per^ 
pendîculaire à deux droites menées dans le plan ; c'est 
ce qui démontre la légitimité de la définition I. 

Corollaire I. La perpendiculaire AP est plus courte 
qu une oblique quelconque AQ ; donc elle mesure la 
vraie distance du point A au plan PQ. 

Corollaire II. Par un point P donné sur un plan, 
on ne peut élever qu'une seule perpendiculaire à ce 
plan ; car si on pouvait élever deux perpendiculaires 
par le même point P, conduisez, suivant ces deux 
perpendiculaires , un plan dont l'intersection avec le 
plan MN soit PQ; alors les deux perpendiculaires 
dont il s*agit seraient perpendiculaires à la ligne PQ, 
au même point et dans le même plan , ce qui est im- 
^ possible. 

11 est pareillement impossible d'abaisser d'un point 
donné hors d'un plan deux perpendiculaires à ce 
plan; car soient AP, AQ, ces deux perpendiculaires, 
alors le triangle APQ aurait deux angles droits APQ, 
AQP , ce qui est impossible. 

PROPOSITION V. 

THEOREME. 

Les obliques également éloignées de la per^ 
' vendicitlaire sont égales \ et, de deux obliques 
inégalement éloignées de la perpendiculaire ^ 
celle qui s en éloigne le plus est la plus longue. 
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Car les angles APB, APC, APD étant droits, si on &:• i&4- 
suppose les distances PB, PC, PD, égales entre elles ^ 
les triangles APB, APC, APD, auront un angle égal 
compris entre côtés égaux ; donc ils seront» égaux . 
donc les hypoténuses ou les obliques AB , AC , AD 
seront égales entrée elles. Pareillement , si la distance 
P£ est plus grande que PD ou son égale PB , il est clair 
que Toblique AE sera plus grande que AB , ou son * 

égale AD. 

Corollaire. Toutes les obliques égales AB, AC, 
AD , etc. , aboutissent à la circonférence BCD , dé- 
crite du pied de la perpendiculaire P comme centre ; 
donc étant donné un point A hors d'un plan , si on 
veut trouver sur ce plan le point P où tomberait la 
perpendiculaire abaissée de A , il faut marquer sur ce 
plan trois points B , C , D , également éloignés du point 
A) et chercher ensuite le centre du cercle qui passe» 
par ces points; ce centre sera le point cherché P. 

SchoUe, Langle ABP est ce qu'on appelle Xincli^ 
ncdson de Foblique AB sur le plan MN ; on voit que 
cette inclinaison est égale pour toutes les obliques AB, 
AC, AD, etc. , qui s'écartent également de la perpen* 
diculaire; cac tous les triangles ABP, ACP, ADP, etc., 
sont égaux entre eux. 

PROPOSITION VI. 

THEOREME. 

Soit AP une perpendiculaire au plan MN et fig. iS5. 
BC une ligne située dans ce plan ; si du pied P 
de la perpendiculaire on abaisse PD perpendi- 
çulaire sur'ËC^ et qu on joigne AD, je dis que 
AD sera perpendiculaire à BC. 

Prenez DB=^DC, et joignez PB, PC , AB , AC : 
puisque DB=:DC, l'oblique PB = PC; et par rap- 
port à la porpendiculaire AP, puisque Pû=PC, 
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*S. l'oblique AB= AC*; doric la ligne AD a deux Je ses 
points A et D également distants des extrémités B eC 
C ; donc AD est perpendiculaire sur le milieu de BC. 

Corollaire. On voit en même temps que BC est per- 
pendiculaire au plan APD, puisque BC est'perpendi- 
culaire à-la-fois aux deux droites AD , PD. 

Scholie. Les deux lignes AE , BC , offrent Texempld 
de deux lignes qui' ne se rencontrent point, parce que 
elles ne sont pas situées dans un même plan. La plus 
courte distance de ces lignes est la droite PD , qui est 
à-la-fois perpendiculaire à la ligne AP et à la ligne 
BC. La distance PD est la plus courte entre ces deux 
lignes ; car si on joint deux autres points , comme A 
et B , on aura AB > AD , AD > PD; donc , à plus forte 
rason , AB > PD. 

Les deux lignes AE , CB , quoique non situées dans 
un même plan, sont censées faire entre elles un angle 
droit , parce que AD et la parallèle menée par un de 
ses points à la ligne BC feraient entre elles un angle 
droit. De même la ligne AB et la ligne PD , qui repré- 
sentent deux droites quelconques non situées dans le 
même plan , sont censées faire entre elles le même 
angle que ferait avec AB la parallèle à PD menée par 
im des points de AB. 

PROPOSITION VIL 



A 



THEOREME. 



%. i8Ç, Si la ligne AP est perpendiculaire au plan 
MN , toute ligne DE parallèle AP sera perpen- 
diculaire au même plan. 

Suivant les parallèles AP, DE, conduisez un plan 
dont l'intersection avec le plan MN sera PD ; dans le 
plan MN menez BC perpendiculaire à PD , et joi- 
gnez AD, 
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Suivant le corollaire du théorème précédent, BC 
!St perpendiculaire au plan APDE; donc l'angle BDE 
ist droit : mais Tangle EDPest droit aussi, puisque 
\.P est perpendiculaire à PD , et que DE est parallèle 
I AP; donc la ligne DE est perpendiculaire aux deux 
droites DP , DB ; donc elle est perpendiculaire à leur 
plan MN. 

Corollaire I. Réciproquement si les droites AP, 
DE sont perpendiculaires au même plan MN, elles 
seront parallèles ; car si elles ne Tétaient pas , condui- 
sez par le point D une parallèle à AP , cette parallèle 
sera perpendiculaire au plan MN ; donc on pourrait, 
par un même point D , élever deux perpendiculaires 
à un même plan , ce qui est impossible *. • 4. 

Corollaire II. Deux lignes A et B , parallèles à une 
troisième G, sont parallèles entre elles; car imaginez 
un plan perpendiculaire à la ligne G , les lignes A et B , 
parallèles à cette perpendiculaire , seront perpendicu- 
laires au même plan ; donc , par le corollaire précé- 
dent, elles seront paralle^s entre elles. 

Il est entendu que les trois lignes ne sont pas dans 
le ipême plan , sans quoi la proposition serait déjà 
connue*. *24,i. 

PROPOSITION VIII. 

THÉORBME. 

Si la ligne AB est parallèle à une droite CD fig. i«7. 
menée dans le plan MN , elle sera parallèle à ce 
plan. 

Car si la ligne AB , qui est dans le plan ABCD , ren- 
contrait le plan MN, ce ne pourrait être quen quelque 
point de la ligne CD , intersection commune des deux 
plans : or, AB ne peut rencontrer CD, puisquelle lui 
est parallèle ; donc elle ne rencontrera pas non plus 
le plan MN; donc elle est parallèle à ce plan*. , ^^ 
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PROPOSITION IX. 

THEOREME. ' 

«g. i88. Deux plans MN , PQ , perpendiculaires à une 
même droite AB, sont parallèles entre eux. 

Car s'ils se. rencontraient quelque part , soit G nn 
de leurs points communs, et joignez OA, OB ; la ligne 
AB, perpendiculaire au plan MN, est perpendiculaire 
à la droite OA menée par son pied dans ce plan ; pr 
la même raison AB est perpendiculaire à BO ; donc 
OA et OB seraient deux perpendiculaires abaissées Mu 
même point O sur la même ligne droite, ce qui est 
impossible; donc les plans MN, PQ, ne peuvent se 
rencontrer ; donc ils sont parallèles. 

PROPOSITION X. 



A 



.THEOREME. 



fig. iSg* Les intersections EF, GH , de deux plans pa- 
rallèles MN , PQ, par un troisième plan FG, 
sont parallèles. 

Car si les lignes EF , GH , situées dans un même 
plan , ne sont pas parallèles , prolongées elles se ren- 
contreront; donc les plans MN, PQ, dans lesquels 
elles sont , se rencontreraient aussi ; donc ils ne se- 
raient pas parallèles. 

PROPOSITION XL 

THEOREME. 

fig. x88. La ligne AB, perpendiculaire au plan MN , 

est perpendiculaire au plan PQ parallèle à MN. 

Ayant tiré à volonté la ligne BC dans le plan PQ , 

suivant AB et BC, conduisez un plan ABC dont 



I mtersecùon avec le plan MN soit AD , Tintersection 
AD sera parallèle à BC * ; mais la ligne AB perpendi- * 10^ 
«ulaire au plan MN est perpendiculaire à la droite 
AD ; donc elle sera aussi perpendiculaire à sa paral- 
lèle BC ; et puisque la ligne AB est perpendiculaire à 
tx)ute ligne QG menée par son pied dans le plan PQ , 
ii s'ensuit qu'elle est perpendiculaire au plan PQ, 

PROPOSITION XIL 

THÉORÈME. 

Les 'paruîïeies ÈG, FH, comprises entre deux fig.iSg^ 
plans parallèles MN , PQ > sont égales. 

Par les parallèles EG, FH, faites passer le plan 
£GHF , qui rencontrera les plans parallèles* suivant 
£F et GH. Les intersections £F, GH, sont parallèles 
entre elles ^, ainsi que EG, FH j donc la figure EGHF * ^^ 
est lin parallélogramme; donc EG:=:FH. 

Corollaire. Il suit de là que dâtui: plans parallèles 
sont par^tout a égale distance ; car si EG et FH sont 
perpendiculaires aux deux plans MN, PQ, elles seront . 
parallèles entre elles ^; donc elles sont ^ales. * 7* 

PROPOSITION XIII. , 

ÏHEOREMS. 

Si deuoc angles GAE , DBF , non situés dans le H* »9«i 
même plan , ont leurs côtés parallèles et dirigés 
dans le mêtne sens^ ces angles seront égaux et 
leurs plans seront parallèles. 

Prenez AC=BD, AE=BF, et joignez CE, DF, 

AB, CD , EF. Puisque AC est égale et parallèle à BD , 

la figure ABDC est. Un parallélogramme^; donc CD *^^i^\ 

est ^ale et parallèle à AB. Par une raison semblable 
OnM, éd. 10 
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EF est égale et parallèle à AB ; done aussi CÛ fà 

égale et parallèle à EF , la figure GEFD est doM 

un parallélogramme , et ainsi le c6té CE est tfi 

et parallèle à DF ; donc les triangles CAE , DfiF| 

sont équilatéraux entre eux; donc Tangle GA£=: 

DBF- 

En second lieu je dis que le plan AGE est puiallele 
au plan BDF ; car , supposons que le plan paiallde i 
BDF, mené par le point A^ rencontre les lignes GD^ 
EF , en d'autres points que G et E , par exemple &t 
6 et H ; alors , suivant la proposition xii , les tfoif 
lignes AB, GD, FH , seront égales : mais les trois AjB^ 
CD, EF, le sont déjà; donc on aurait GD=^D, et 
FH=:EF, ce qui est absurde ; donc le plan AGE est 
parallèle à BDF. 

Corollaire, Si deux plans parallèles MN, PQ^ sont 
rencontrés par deux autres plans GABD, EAB9P, ]s$ 
angles GAE,DBF, formés par les intersections de» 
plans parallèles, seront égaux ; car Tintersection AG 
.*xo. est parallèle à BD^, A£ Test à BF, donc l'angle 
CAE = DBF. 

PROPOSITION xiv: 



( 



A 



THEOREME. 



H 190- Si trois droites AB , CD , EF , non situées dam 
le même plan , sont égales et parallèles , les 
triangles ACE , BDF , formés de part et d^ autre 
en joignant les extrémités de ces droites y seront 
égaux , et leurs plans seront parallèles. 

Car, puisque AB est égale et parallèle à CD, fai 
figure ABDG est un parallélogramme ; donc le côté 
AG est égal et parallèle à BDv Par une raîsofi sem- 
blable les côtés AE, BF, sont égaux et parallèles, 
aifisi que CE , DF ; d^nc les deux triai^gles AGEy 



BDF^ sont égaux: on prouvera d'ailleurâ, comme 
dans la proposition précédente , que leurs plans sont 
Ipralleles. 

PROPOSITION XV. 



A 



THSORSME, 



• H^ux droites comprises ^ntre trois plans pa- 
Talleks, sont coupées en parties proportionnelles. 

Supposons que la ligne AB rencontre les plans pa- - 
Iràneles MN , PQ , RS , en A , E , B , et que la ligne 
tCD rencontre les mêmes plans en G, F, D; je dis 
qu'on aura AE : EB : r-CF : FD. 

Tirez AD qui rencontre le plan PQ en G , et joi- 
gnez AC ^ EG , GF , BD ; les intersections EG , BD , 
des plans parallèles PQ , RS , par le plan ABD , sont 
paralldes * ; donc AE : EB : : AG : GD ; pareillement les ^ 
intersections AC, GF , étant parallèles , on a AG : GD : : 
jCF:FD ; donc, à cause du rapport commun ^ AG;-' 
iGD, on aura AE : EB : : CF ; FD. 

PROPOSITION XVI. 



THEOREME, 



Soit ABCD un quadrilatère quelconque situé ou non situé 
'dans un même plan ; si on coupe les côtés opposés propor-- 
iionnellement par deux droites £F , GH , de sorte qu*on ait 
AE:EB :: DF:FC, e/BG: GC :: AH:HD;yc J« gtte /e* «iroftfe* 
£F, GH, se couperont en un point M, de manière qu'on 

«U7^HM:MG::A£:£B, e^£M:MF::AH:HD. 

Conduisez suivant AD un plan quelconque A^HcD qui ne 
passe pas suivant GH; par les points £, B, C, F, mene^ à 
GHles paralldes Ee, Bb,Cc, F/, qui rencontrent ce plan 
en e, ^, c,/. A cause des parallèles Bb, GH, Ce* , on aura 
œ:H<;:: BG:GC :: AH:HD; donc^les triangles AH^/DHc, 
sont semblables. On aura ensuite Ae:eb::ÂJB,:EBj etD/: 

10. 



fig.1934 



* 



« 
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/c::DF:FC; donc keieby.Hfifc ^ ou, componenào , kef 
ly*:: Aô:Dc; mais, à cause des tiiangles semblable» AH^f 
DHc, on a KbiTic:: AH.HD; donc Ae:D/:: AH:HD : d'ail- 
leurs les triangles AH6, cTID, étant semblables, l'angle HA^ 
♦ao, 3. izzHDjJ'; donc les iriartglés AHe, BH/, soilt semblables*, 
donc Tangle AHe=DIÎ/. Il s'ensuit d'abord que cH/'est une 
ligne droite , et qu'ainsi les trois parallèles Ee , GH , F/*^ 
sont situées dans un même plan , lequel contiendra les deux 
droites EF, GH; donc celles-ci doivent se cbuper ert un 
point M. Ensuite, à cause des parallèles "Ee , MH , F/", on, 
aura EM:MF::cH:H/:: AH:HD. 

Par une construction semblable, rapportée au coté ABf 
on démontrerait que HM:MG:: AE.'EB^ 

PROPOSITION XVIL 

THEOREME. 

H' '9* V angle compris entre les deux plans MAST ^ 
MAP, peut être mesuré j conformément à la dé- 
finition , par V angle NAP que font erUre ellei 
les deux perpendiculaires AN , AP , menées dans 
chacun de ces plans à V intersection commune 
AM. 

Pour démontrer la légitimité de cette mesure, il 
faut prouver, i? quelle est constante, ou qu'elle serait 
la même en quelque point de rintersectioii commune 
qu'on menât les deux perpendiculaires. 

En effet , si on prend un autre point M , et qu'on 
mené MG dans le plan MN, et MB dans le plan MP, 
perpendiculaires à l'intersection commune AM ; puis* 
que MB et AP sont perpendiculaires à une même ligne 
AM, elles sont parallèles entre elles. Par la même 
raison MC est parallèle à AN ; donc l'angle BMC =: 
• ,3. PAN * ; donc il est indifférent de mener les perpen- 
diculaires au point M ou au point A} l'angle compris 
^era toiijours le même. 
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n^ n faut prouver que si langle des deux plans 
augmente ou diminue dans un certain rapport , 
Vangle PAN augmentera ou diminuera dans le même 
rapport. 

Dans le plan PAN décrivez du centre A et d'un 
rayon à volonté Tare NDP, du centre M et d'un rayon 
égal décrivez Tare CEB , tirez AD à volonté'; les deux 
plans PAN, BMC, étant perpendiculaires à une même 
droite MA, seront parallèles*; doTic les intersections *(>. 
AD , ME , de ces deux plans par un troisième AMD, 
seront parallèles ; donc langle BME sera égal à PAD*. * ^^* 

Appelons pour un moment cpin Tangle formé par 
deux plans MP , MN ; cela posé , si l'angle DAP était 
égal à DAN, il est clair que le coin DAl^P serait 
égal au coin DAMN ; car la base PAD se placerait 
exactement sur son égale DAN, la hauteur AM sié- 
rait toujours la même ; donc les deux coins coïnci- 
deraient TuH avec l'autre. On voit de même que si 
l'angle DAP était contenu uft certain nonvbre de fois 
juste dans Fangle PAN, le coin PAMP serait contenu 
autant de fois dans le coin PAMN. D'ailleurs du rap- 
port en nombre entier à un rapport quelconquç la 
conclusion est légitime, et a été démontrée dans une 
circonstance tou>à-fgiit seoiblable * ^^ donc quel que * 17»^ 
soit le rapport de l'angle DAP à l'angle PAN, le coin 
D AMP sera dans ce même rapport avec le coin PAMN i 
donc l'angle NAP peut être pris pour la mesure du 
coin PAMN^ om de l'angle que font entre çuiç les deux 
plans MAP , MAN. 

Scholle, n en est des angles formés par deux plans 
comme des angles formés par deux droites. Ainsi lors- 
que deux plans se traversent mutuellement , les angle$ 
opposés au sommef sont égaux, et les angles adjacents 
valent ensemble deux angles droits ; donc si un plari 
est perpendiculaire à un autre , celui-ci est perpendi-»» 
(îulaire au prenarer. Pareillement dans la rencontre àe$. 
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plans paialleles par un troisième plan , il existe les 

inêmes égalités et les mêmes propriétés que dans h 

rencontre de deux lignes parallèles par une troisième 

ligne, 

PROPOSITION XVIIL 



THEOREMS. 



fj-.i94. La ligne AP étant perpendiculaire au plan 
MN , tout plan APB , conduit suivant AP, sera 
perpendiculaire au plan MN. 

Soit BG l'intersection des plans AB, MN; si dans 
le plan MN on mené DE perpendiculaire à BP, la ligne 
AP, étant perpendiculaire au plan MN, sera perpen- 
diculaire à chacune des deux droites BG , DE : mais 
l'angle APD, formé par les deux perpendiculaires PA, 
PD, à rtntersection commune BP, niesure l'angle des 
deux plans AB , MN ; donc , puisque cet angle est droit , 

d«f. 5. ^^ deux plans sont perpendiculaires entre eux*, 

Scholie, Lorsque trois droites, telles que AP, BPj 
DP , sont perpendiculaires entre elles , chacune de ces; 
droites est perpendiculaire au plan des deux autres , 
çt les trois plans sont perpendiculaires entre eu:2(^ 

PROPOSITION XIX, 

THEOREME. 



*gX94. 



Si le plan AB est perpendiculaire au plan MN, 
et que dans le plan AB on mené la ligne VAper-^ 
pendiculaire à l'intersection commune PB,yle dis 
que PA sera perpendiculaire au plan MN. 

Car si dans le plan MN on mené PD perpendicu- 
laire à PB, l'angle APD sera droit f puisque les plans 
sont perpendiculaires entre eux; donc la ligne AP 
est perpendiculaire aux deux droites PB , PD ; donc 
elle est perpendiculaire à leur plan MN^ 
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Corollaire, Si le plan AB est perpendiculaire au 
plan MN, et que par un point P de Tintersection 
commune on ëleve une perpendiculaire au plan MN, 
je dis que cette perpendiculaire sera dans le plan AB ; 
car , si elle n'y était pas , on pourrait mener dans le 
plan AB une perpendiculaire AP à l'intersection Com- 
mune BP, laquelle serait en même temps perpendi- 
culaire au plan MN ;. donc au même point P il y 
aurait deux perpendiculaires au plan MN} ce qui est 
impossible *• 4. 

PROPOSITION XX. 

fl 

THÉORÈME. 

Si deux plans A B , AD , sont perpendiculaires fg. 1^4. 
à un troisième MN , leur intersection commune 
AP sera perpendiculaire à ce troisième plan. 

Car â par le point P on élevé une perpendiculaire 
au planMN, cette perpendiculaire doit se trouver à- 
la-fois dans lé plan AB et dans le plan AD^; donc elle *cor.,i9. 
est leur intersection commune AP. 

PROPOSITION XXI. 

THEOREME. 

Si un angle solide est formé par trois angles fig. tqS 
plans y la somme de deux quelconques de ces 
angles sera plus grande que le troisième. 

IX n'y a lieu à démontrer la proposition que lorsque 
l'angle plan qu'on compare à la somme des deux au- 
tres est plus grand que chacun de ceux-ci. Soit donc 
Fangle solide S formé par trois angles plans ASB, 
ASC , BSC, et supposons que Vangle ASE( soit le plus 
grand des trois ; je dis qu'on aura ASB < ASC + BSC. 

Dans le plan ASB faites l'angle BSD^=;9SC, tirez 
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ii volonté la droite ADB; et, ayant pris SC = SD, 
joignez AC, BC. 

Les deux côté« ES, SD, sont égaux aux deux BS, 

^ se , Pangle BSD=BSC ; donc les deux triangles BSD, 

BSC sont égaux; donc BD=BC. Mais on a AB<i 

AC+BC; retranchant dun côté BD, et de Tautre 

son égale BC , il restera AD < AC, Les deux côtés AS, 

SD, sont égaux aux deux AS, SC^ le troisième AD 

* 10, 1. est plus petit que le troisième AC; donc* l*angle ASD 

<AS6. Ajoutant BSD = BSC, on aura ASD + BSD, 

Qu ASB<ASC + BSC. 

PROPOSITION XXIL 

THEOREM]?. 

La somme des angles plans qui forment m 
angle solide, est toujours moindre que quaJOt 
angles droits, 
H'Jsfi' Coupez langle solide S par un plan quelconque 
ABCDE ; d un point O pris dans ce plan menez à 
. tous les angles les lignes OA, OB, OC, OD, OE. 
La somme des angles des triangles ASB, BSC, etc., 
formés autour du ^oipmet S, équivaut à la somme 
des angles d*un pareil nombre de triangles AOB, 
BOC , etc. , formés autour du sommet O. Mais au 
point B les angles ABO , OBC , pris ensemble , font 
l'angle ABC plus petit que la somme des angles ABS , 
♦21. SBC*; de même au point C on a BCO-f-OCD<! 
BCS 4- SCD ; et ainsi à tous les angles du polygone 
ABCDE. Il suit de là que dans les triangles dont le 
sommet est en O , la somme des angles à la base est 
plus petite que la somme *des angles à la base dans 
3es triangles dont le sommet est en S ; donc , par com- 
pensation , la somme des angles formés autour du 
point O est plus grande que la somme des angles ai\- 
IQur du point S., Mais la ^omme des cingles «lutouç 
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<lu pbînt O est égale à quatre angles droits^; donc la 
somme des angles plans qui forment Tangle solide S 
est moindre que quatre angles droits. 

SchoUe. Cette démonstration suppose que l'angle 
solide est convexe , où que le plan d une face prolon- 
gée ne peut jamais couper l'angle solide; s'il en était 
autrement, la somme des angles plans n'aurait plus de 
jl>ornes et pourrait être d'une grandeur qlielconque. 

PROPOSITION XXIII. 

THÉOREUE. 

I 

Si deux angles solides sont composés de trois 
angles plans égaux chacun à chacun^ les plans 
dans lesquels sont les angles égaux seront égale- 
ment inclinés entre eux. 

Soit Tangle ASC=DTF, l'angle ASB=DTE, et fig.197. 
l'angle BSC=ETF ; je dis que les deux plans ASC, 
ASB, auront entre eux une inclinaison égale à celle 
des plans DTF , DTE. 

Ayant pris SB à volonté , menez BO perpendicu- 
laire au plan ASC ; du point O , où cette perpendicu- 
laire rencontre le plan , menez OA , OC , perpendi- 
culaires sur SA, SG ; joignez AB, BC; prenez ensuite 
TE=SB ; menez EP perpendiculaire sur le plan 
DTF; du point P menez PD , PF, perpendiculaires 
sur TD, TF ; enfin joignez DE , EF. 

Le triangle SAB est rectangle en A, et le triangle 
TDE en D*, et puisque l'angle ASB == DTE, on a «6. 
aussi SBA=TED. D'ailleurs SB = TE; donc le 
triangle SAB est égal au triangle TDE; donc SA = 
TD, et AB=DE. On démontrera semblablement 
que SC=TF, et BC = EF. Cela posé, le quadri- 
latère SAOC est égal au quadrilatère TDPF ; car 
jposant l'angle ASC sur son égal DTF , à cause de 
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SA=:TD. et SC=TF , le point A tombera en ET et le. 
point C en F. En même temps AO , perpendiculaire 
à SA, tombera sur DP perpendiculaire à TD, et pa- 
reillement OC sur PF; donc le point O tombera sur 
le point P, et on aura AO=DP. Mais les triangles 
AOB, DPE, sont rectangles en O et P, Thypoténuse 
AB=:DE, et le côté AO=DPj donc ces triangles 
*i8» «• sont égaux* 5 donc l'angle OAB=PDE. L'angle OAB 
est l'inclinaison des deux plans ASB, ASC; l'angle 
PDE est cçUe des deux plans DTE, DTF; donc ces 
deux inclinaisons sont égales entre elles. 

Il faut observer cependant que l'angle A du trîan-» 
gle rectangle OAB n'est proprement l'inclinaison des 
deux plans ASB , ASC , que lorsque la perpendi- 
culaire BO tombe , par rapport à SA , du même 
côté que SC; si elle tombait de l'autre côté, alors 
l'angle des deux plans serait obtus, et, joint à l'an* 
gle A du triangle OAB, il ferait deux: angles droits. 
Mais dans le même cas l'angle des deux plans TDE , 
TDF, serait pareillement obtus, et, joint à l'angle 
D du triangle DPE , il ferait deux angles droits ; 
donc, comme l'angle A serait toujours égal à 1^, on 
conclurait de même que l'inclinaison des deux plans 
ASB, ASC, est égale à celle des deux plans ÏDE 
TDF. 

Scholie, Si deux angles solides sont composés de 
trois angles plans égaux chacun à chacun, et qu'en 
même temps les angles égaux ou homologues soient 
disposés de la même manière dans les deux angles 
solides , alors ces angles seront égaux ^ et posés l'un 
sur l'autre ils coïncideront. En effet on a déjà vu 
que le quadrilatère SAOC peut être placé sur son 
égal TDPF; ainsi en plaçant SA sur TD, SC tombe 
sur TF, et le point O sur le point P. Mais, à cause 
de l'égalité des triangles AOB, DPE, la perpendicu-» 
lair« OB au plan ASC est égale à la perpendiculaire 
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PE au plan TDF ; de plus ces perpendiculaires sont 
dirigées dans le même sens ; donc le point B tombera 
sur le point £, la ligne SB sur TE , et les deux angles 
eolides coïncideront entièrement l'un avec l'autre. 

Cette coïncidence cependant n'a lieu qu'en sup- 
posant que les angles plans égaux sont disposés de la 
même manière dans les deux angles solides; car si 
les angles plans égaux étaient disposés dans un ordre 
inverse, ou, ce qui revient au même, si les perpen- 
diculaires OB, P£, au lieu d'être dirigées dans le 
même sens par rapport aux plans ASG, DTF, étaient 
dirigées en sens contraires , alors il serait impossible 
de hire coïncider les deux angles solides l'un avec 
Tautre. Il n'en serait cependant pas moins vrai , con- 
formément au théorème , que les plans dans les^els 
sont les angles égaux seraient également inclinés 
entre eux ; de sorte que les deux angles solides se- 
raient égaux dans toutes leurs parties constituantes , 
sans néanmoins pouvoir être superposés. Cette sorte 
d'^;alité, qui n'est pas absolue ou de .superposition 9 
mérite d'être distinguée par une dénomination parti-^ 
culiere : nous l'appellerons égalité par symmétrie. 

Ainsi les deux angles solides dont il s'agit , qui sont 
formés par trois angles plans égaux chacun à chacun ^ 
mais disposés dans un ordre inverse , s'appelleront 
angles égaux par spnmétrie^ ou simplement angles 
spnmétriques. 

La même rem^ue s'applique aux angles solides 
formés de plus de trois angles plans : ainsi un angle 
^lide formé par les angles plans A, B, C, D, E, et 
un autre angle solide formé par les mêmes angles 
dans un ordre inverse A, E, D, C, B, peuvent être 
tels que les plans dans lesquels sont les angles égaux 
soient également inclinés entre eux. Ces deux angles 
jQli4es, ^ui seraient égau:2( sans que la superposition 
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fAt possible, s'appelleront angles solides égaux fcû^ 

sjrmmctrley ou angles solides sjpnmétriques. 

Dans les figures planes il ny a point prdprcmeni 
rVëgalité par symmëtrie, et toutes celles qu'on you* 
drait appeler ainsi seraient des égalités absolues ou de 
superposition : la raison en est qu'on peut renverser 
une figure plane, et prendre indifféremment le dessus 
pour le dessous. Il en est autrement dans les solides 
ou la troisième dimei:i3ion peut êti^e prise dans deux 
sens différents, 

PROPOSITION XXIV. 

PROBLÊME. 

Étant donnés les trvis angles plans quiformeni 
un «//«/<» solide , troii\*er par une construction 
ptftnc n^ngle que deux de ces plans font entre 
rnx. 

H »i^^ îv>it S Tangle solide proposé ,» dans lequel o» cou'- 
«a;t los liMÎs anglt^ plans ASB, ASC, BSC; on de- 
uumdo Idu^lequo font entre eux deux de ces plans» 
p^r ovtMuplo les plans ASB, .\SC^.. 

luuij^iuons qu on ait fait la même construction que 
tlans lo tluvrèmo prtxxsîeut , Tangle QAB serait l^anglç 
ixNjurs. Il sa^it dv>uo Jo tïvniTer le mérae angle par 
ïil^o Kvnstrtu^ion pUi>o ou trii^vo <ur un plan.- 

IVr,r *t^A faiu^ sîîr un p^.Ar. les ap^le* B'SA , ASC» 
B*Si\ c^aux av.\ an^lrt^ RSV. ASC, BSC, dans la 
f,it;ï^ :È^v^îo; :>r>rr.03 l> S <^î B*> ejaux chacun à BS 
^îv* U tli-iiTt" sxv\>i^ : ^W ^.xvr,r> ï^ ^: B' jibaissez B'A 
<^ Î^'C ^v\'jV^>,;iOU^.AVA'^ si:ï SV « SC, lesquelles se 

1^ /l- . av. ;vN ""t O â\v>v-î nv,. ^ V j: ^ 



rt Vangle EAi ^ra Vinclinaison cherchée des deux 
plans ASC y ASB , dans l'angle solide. 

Tout se réduit à f^iiTe voir que le triangle AOi de 
la figure plane est égal au- triangle AOB de la figure 
solide. Or les deux triangles B'SA, BSA, sont rectan- 
gles en A, les angles en S sont égaux ; donc les angles 
en B et B' sont pareillement égaux. Mais l'hypoté»- 
Tiuse SB' est égale à l'hypoténuse SB ; donc ces trian- 
gles sont ^aux; donc SA de la figure plane est égale 
à SA de la figure solide, et aussi AB', ou son égale 
A3 dans la figure plane est égale à AB dans la figure 
solide. On démontrera de même que SC est égal de 
part et d autre ; d'où il suit que le quadrilatère SAOC 
est égal dans lune et dans l'autre figure , et qu'ainsi 
AO de la figure plane est égal à AO de la figure 
solide; donc dans l'une et dans lautre les triangles 
rectangles A0£, AOB, ont l'hypoténuse égale et un 
côté égal ; donc ils sont égaux , et l'angle EA^ , trouvé 
par la construction plane , est égal à l'inclinaison des 
deux plans SAB ^ SAÔ , dans l'angle solide. 

Lorsque le point O tombe entre A et B' dans la 
figure plane, l'angle EA^ devient obtus, et mesure 
toujours la vraie inclinaison des plans 2 c'est pour 
cela que Ton a désigné par EA^ , et non par OA^ , 
Imclinaison demandée , afin que la même solution 
convienne à tous les cas sans exception. 

Scholie, On peut demander si, en prenant trois 
angles plans à volonté , on po,urra former avec ces trois 
«ingles plans un angle solide. 

D'abord il faut que la somme des trois angles don- 
lies soit plus petite que quatre angles droits, sans quoi 
l'angle solide ne peut être formé*; il faut de plus 'aa. 
qu'après avoir pris deux des angles à volonté B'SA, 
ASC, le troisième CSB" soit tel, que la perpendicu- 
laire B'C au côté SC rencontre le diamètre B'Ë entre 
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ses extrémités B' et E. Ainsi les limites de la gM* U 
deur de Tangle CSB" sont celles qui font aboutir U 
perpendiculaire B"C aux points B' et E. De ces points 
abaissez sur GS les perpendiculaires B'I , EK, qui 
rencontrent en I et K la circonférence décrite du 
rayon SB", et les limites de langle CSB*' seront CSI 
et CSK. 

Mais dans le triangle isoscele B'SI, la ligne CS pro« 
longée étant perpendiculaire à la base B'ï, on a IW 
gle CSI = CSB'=ASC4-ASB'. Et dans le triangle 
isoscele ESK , la ligne SG étant perpendiculaire à 
EK, on a l'angle CSK=CSE. D'ailleurs, à cause dei 
triangles égaux ASE, ASB% l'angle ASE=ASB'; 
donçCSE ou CSK=ASC— ASB'. 

Il résulte de là que le problème sera possible tontes 
les fois que le troisième angle GSB" sera plus petit 
que la somme des deux autres ASC , ASB' , et plus 
grand que leur différence : condition qui sVcoorde 
avec le théorème xxi ; car, en vertu de ce théorime, 
il faut quon ait CSB" < ASC4-ASB'; il faut aussi 
qu'on ait ASC < CSB"+ ASB', ou CSB\>ASC-^ 
ASB'. 

PROPOSITION XXV. 

PROBLEME. 

Étant donnés deux des trois angles plah 
qui forment un angle solide y avec V angle que 
leurs plans /ont entre eux , trouver le troisième 
angle plan. 
ti 19S. Soient ASC, ASB', les deux angles plans donnés, ^4 
et supposons pour un moment que CSB" soit le troi- 
sième angle que Ion cherche , alors , en faisant h 
même construction que dans le problême précédent^ 
langle compris entre les plans des deux premiers 
serait EA£. Or, de même qu'on détermine Tangli 
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£A5 par le moyen de GSB'% les deux autres étant 
donnés; de même on peut déterminer CSB" par le 
moyen de EAé, ce qui résoudra le problème pro- 
posé. 

Ayant pris SB' à volonté , abaissez sur SA la per- 
pendicnkdfe indéfinie B'Ë^ faites l'angle EA^ é^ à 
Tangle des deux plans donnés; du point b où le côté 
Ab rencontre la circonférence décrite du centre A et 
àxk rayon AB% abaissez sur A£ la perpendiculak^ 
M, et du point O abaissez sur SG la perpendiculaire 
indéfinie OCB", que vous terminerez en B" de ma- 
lûere que SB'^^SB'; Fangle CSB" sera le troisième 
angle plan demandée 

Car si on forme uii angle solide avec les trois an- 
gles plans B'8A, ASC, CSB% Finclinaison dei plans 
o& -sont les. angles donnés ASB% ASC , sera égale à 
Fangle donné ËAd. 

SchoUôé Si un angle solide est quadruple ^ ou formé H ^9^ 
par quatre angles plans ASB , BSC , CSD , DSA , la 
connaissance de ces angles ne suffit pas pour déter» 
miner les inclinaisons mutuelles de leurs plans ; car 
avec les mêmes angles plans on pourrait former une 
infinité d'angles solides. Mais si on ajoute une condi- 
tion , par exemple , si on donne Imclinaison des deux 
plans ASB , BSC, alors l'angle solide est entièrement 
déterminé, et on pourra trouver Tinclinaison de 
deux de ses plans quelconques. En effet, imaginez 
un angle solide triple formé par les angles plans ASB, 
BSC , ASC ; les deux premiers angles sont donnés , 
ainsi que l'inclinaison de leurs plans ; on pourra donc 
déterminer, par le problême qu'on vient de résoudre, 
le troisième angle ASC. Ensuite, si on considère 
l'angle solide triple formé par les angles plans ASC, 
ASD , DSC , ces trois angles sont connus ; ainsi Tangle 
solide est entièrement déterminé. Mais l'angle solide 
quadruple est formé par la réunion des deux angles 
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solides triples dont on vient de parler ; donc, puisque 
ces angles partiels sont connus et déterminés , languie 
total sera pareillement connu et déterteiné. 

L'angle des deux plans ASD , DSC, se trouverait 
immédiatement par le moyen du second angle solide 
partiel. Quant à l'angle des deux plans BSC, GSD, il 
faudrait dans un angle solide partiel chercher Tangle 
compris entre les deux plans ASC , DSC , et dans 
l'autre l'angle ' compris entre les deux plans ASC, 
BSC ; la somme de ces deux angles serait l'angle com- 
pris entre les plans BSC, DSC. 

On trouvera de la même manière que , pour dé- 
terminer un angle solide quintuple, il feut connaître^ 
outre les cinq angles plans qui le composent, deux 
des inclinaisons mutuelles de leurs plans ; il en £ui- 
drait trois dans Tangle solide sextuple , et ainsi de 
suite. 
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LES POLYÈDRES. 



DEFINITIONS. 



I. \Jn appelle so/ide polyèdre , ou simplement po- 
lyèdre , tout solide terminé par des plans ou des faces 
planes* (Ces plans sont nécessairement terminés eux- 
mêmes par des lignes droites.) On appelle en parti- 
culier tétraèdre le solide qui a quatre faces ; hexaèdre 
celui qui en a six; octaèdre celui qui en a huit; do-^ 
décaèdre celui qui en a douze ; îcosaidre celui qui en 
a vingt, etc. 

Le tétraèdre est le plus simple des polyèdres ; car 
il faut au moins trois plans pour former ufi angle so- 
lide , et ces trois plans laissent iin vide qui , pour être 
fermé , exige au moins un quatrième plan. 

IL L'intersection commune de deux faees adjacentes 
d'un polyèdre s'appelle côté ou arête du polyèdïe. 

IIL On Sif^elle polyèdre régulier celui dont toutes 
les faces sont des polygones réguliers égaux, et dont 
tous les angles solides sont égaux entre eux. Ces po^ 
lyèdres sont au nombre de cinq, f^o/ez Pappendice 
aux livres VI et VIL 

IV. Le prisme est un solide compris sous plusieurs 
plans parallélogrammes^ terminés de part et d autre 
par deux plans polygones égaux et parallèles. ^ 

Pour construire ce solide , soit ABCDE un poly- %• 
^one quelconque; si dans un plan parallèle à ABC, 
3n mené les lignes FG, GH, HI, etc., égales et pa- 
*alleles aux côtés AB, BC, CD, etc., ce qui formera 
Onz, éd, II 
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le polygone FGHIK égal à ABCDE; si ensuite on 
joint d'un plan à lautre les sommets des angles ho- * 
mologues par les droites AF, BG, GH, etc., les faces 
ABGF, BCHG, etc., seront des parallélogrammes, et 
le solide ainsi formé ABCDEFGHIK sera un prisme. 

V. Les polygones égaux et parallèles ABCDE, 
FGHIK, s'appellent les hases du prisme; les autres 
plans parallélogrammes pris ensemble constituent la 
suifo.ce latérale ou coîwexe du prisme. Les droites 
égales AF , BG , CH , etc. , s'appellent les côtés du 
prisme. 

VL La hauteur dhin prisme est la distance de ses 
deux bases , ou la perpendiculaire abaissée d^un point 
de la base supérieure sur le plan de la base infé- 
rieure. 

YIÏ. Un prisme est droit lorsque les c^tés AF, 
BG, etc., sont perpendiculaires aux plans des bases: 
alors chacun d'eux est égal à la hauteur du prisme. 
Dans tout autre cas le prisme est oblique , et la hau- 
teur est plus petite que le côté. 

VIII. Un prisme est triangulaire , quadrangur 
laire , pentagonal ^ liexagonal^ etc. , selon que la base 
est un triangle ; un quadrilatère , un pentagone , un 
hexagone, etc. 
fig.2o6. IX. Le prisme qui a pour base un parallélogramme, 
a toutes ses faces parallélogrammiques ; il s'appelle 
parallélépipède, 

\^Q parallélépipède est rectangle lorsque toutes ses 
faces sont des rectangfles. 

X. Parmi les parallélépipèdes rectangles on dis- 
tingue le cube ou hexaèdre régulier compris sous six 
quarrés égaux, 
flg. 196. XL La pyramide est le solide formé lorsque plu- 
sieurs plans triangulaires partent d'un même point S, 
et sont terminés aux différents côtés d'un même plan 
polygonal ABCDE. 
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Le polygone ABCDE s'appelle la base de la pyra- 
mide , le point S en est le sommet y et Fensemble des 
triangles ASB, BSC, etc., forme la surface com>exôr 
ou latérale de la pyramide. 

Xn. La hauteur de la pyramide est la perpendicu- 
laire abaissée du sommet sur le plan de la base , pro- 
longé s'il est nécessaire. 

XIII. La pyramide est triangulaire y quadrangU" 
lairsy etc., selon que la base est un triangle, un qua- 
drilatère, etc. 

XIV. Une pyramide est régulière^ lorsque la base 
est un polygone régulier , et qu'en- même temps la 
perpendiculaire abaissée du sommet sur le plan de la 
base passe par le centre de cette base : cette ligne 
s'appelle alors M axe de la pyramide. 

XV. Diagonale d'un polyèdre est la droite qui joint 
les ^mmets de deux angles solides non adjacents. 

XVI. J'appellerai polyèdres srmmétriques deux 
polyèdres qui, ayant une base commune, sont cons- 
truits semblablement, l'un au-dessus du plan de cette 
base , l'autre au-dessous , avec cette condition que les 
sommets des -angles solides homologues soient situés 

à égales distances du pïan de la base, sur une même 

droite perpendiculaire à ce plan. 

Par exemple, si la droite ST est perpendiculaire figaoa. 
au plan ABC, et qu'au point O, oii elle rencontre ce 
plan , ejle soit divisée en denx parties égales , les deux 
pyramides SABC, TABG,qui ont la base commune 
ABC, seront deux polyèdres symmétriques. 

XVII. Deux pyramides triangulaires sont sembla^ 
blés y lorsqu'elles ont deux faces semblables chacune 
à chacune, semblablement placées et également incli- 
nées entré elles. 

Ainsi, en supposant les angles ABC = DEF, BAC fig- ao3,: 
= EDF, ABS=DET, BAS=EDT, si en outre l'in- 
clinaison des plans ABS, ABC, est égale à celle de 

zi. 
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leurs homologues t)TE; DEF» les pyrtmides SABC, 
TDEF, seront semblables. 

XVIII. Ayant formé un triangle arec les sommett 
de trois angles pris sur une même face ou base d*im 
piolyèdre, on peut imaginer que les sommets des dif- 
fiirents angles solides du polyèdre, situés hors du 
plan de cette base , soient ceux d'autant de pyramides 
triangulaires qui ont pour base commune le triangle 
àémgné^ et chacune de ces pyramides déterminera la 
position de chaque angle solide du polyèdre par wp- 
port à la base. Cela posé : 

Deux polyèdres sont semblables lorsqu'ayant des 
bases semMables, les sommets des angles solides hfH 
mologoes, hors de ces bases, sont déterminés par des 
pyramides triangulaires semblables chacune à chacoiie* 

XIX. J'appellerai sommets d'un polyèdre les points 
situés aux sommets de ses différents angles solides. 

Jf. B, Tons les polyèdres qae nous considérons sont des poljèdici 
à angles saOlànts on polyèdres convexes. Nous appelons ainsi cen 
dont la surface ne peut être rencontrée par nne ligne droite en pin 
de deux points. Dans ces sortes de polyèdres le plan prajon^ d'sM 
lace ne peut couper le solide; il est donc impossible que le polyèdn 
•oit en partie au-dessus du plan d*nne face, en partie au-dessons; il 
fit tout entier d*nn même c6té de ce plan. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THÉORÈME. 

Deux polyèdres ne peuvent avoir les mêmes 
âOmmets et en même nombre sans coïncider l'un 

avec l'autre. 

• 

Car supposons l'un des polyèdres déjà construit, 
si on veut en construire un autre qui ait les mêmes 
sommets et en même nombre, il faudra que les plaits 
de celui*ci ne passent pas tous par les mêmes points 
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|ue dans le premier, sans quoi ils ne différeraient 
pas l'un de l'autre : mais alors il est clair que quel- 
ques-'uns des nouveaux plans couperaient le premieir 
polyèdre; il y aurait des sommets au-dessus de ces 
plans , et des sommets au-dessous , ce qui ne peut con- 
venir à un polyèdre convexe : donc, si deux polyèdres 
ont les mêmes sommets et en même nombre, ils 
doivent nécessairement coïncider l'un avec l'autre. 

Scholie^ Etant donnés de position les points A, B, 
C, K, etc., qui doivent servir de sommets à un po- 
lyèdre , il est facile de décrire le polyèdre. 

Choisissez d'abord trois points voisins D, £, H, figao4. 
tels que le plan DEH passe, s'il y a lieu, par de nou- 
veaux points K , C , mais laisse tous les autres d'un 
même côté, tous au-dessus du plan ou tous au- 
dessous; le plan DEH ou DEHKC, ainsi déterminé, 
sera une face du/^lide. Suivant un de ses côtés EH , 
condmsez un plan que vous ferez tourner jusqu'à ce 
qu il rencontre un nouveau sommet F , ou plusieurs 
à-la-fois F, I; vous aurez une seconde face qui sera 
FEH ou FEHI. Continuez ainsi en faisant passier des 
plans par les côtés trouvés juéqu'à ce que le solide 
soit terminé de toutes parts : ce solide sera le polyèdre 
demandé , car il n'y en a pas deux qui puissent avoir 
les mêmes sommets. 

PROPOSITION IL 

THEOaâMB. 

Dans deux polyèdres spnmétriques les faces 
Jiomologues sont égales chacune à chacune ^ et 
r inclinaison de deux faces adjacentes , dans un 
de ces solides ^ est égale à V inclinaison des faces 
homologues dans Vautre. 

Soit ABCDE la base commune aux deux polyèdres, 
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soient M et N les sommets de deux angles solides 
quek'onques de Fun des polyèdres , M' et N' les som- 
Aiéts homologues de l'autre polyèdre; il faudra, sui- 
vant la définition^ que les droites MM', NN', soient 
perpendiculaires au plan ABC , et qu elles soient divi- 
sées en deux parties égales aux points met n où elles 
rencontrent ce plan. Cela posé, je dis que la distance 
MN est égale à M'N'. 

Car si on fait tourner le trapèze w'M'N'» autour 
de mn jusqu'à ce que son plan s'applique sur le plan 
TwMN/^; à cause des angles droits en m' et en «, le 
côté mW tombera sur son égal /tzM, et «N' sur nN; 
donc les deux trapèzes coïncideront , et on aura 
MN = M'N'. 

Soit P un troisième sommet du polyèdre supérieur, 
et P' son homologue dans l'autre, on 'aura de même 
MP=M'P' et NP=N'P'; donc le trianff/e MNP, 
gui joint trois sommets quelconques du polyèdre su- 
périeur j est égal au triangle M'N'P' qui joint les trois 
sommets homologues de V autre poljedre. 

Si parmi ces triangles on considère seulement cewx 
qui sont formés à la surface des polyèdres, on peut 
déjà conclure que les surfaces des deux polyèdres 
sont composées d'un même nombre de triangles égauît 
chacun à chacun. 

Je dis maintenant que si des triangles sont dans un 
même plan sur une surface et forment une même face 
polygone, les triangles homologues seront dans un 
même plan sur l'autre surface et formeront une face 
polygone égale. 

En effet, soient Ml^N, NPQ, deux triangles adja- 
cents qu'on suppose dans un même plan , et soient 
MT'N', N'P'Q', leurs homologues. On a l'angle 
MNP=M'NT', l'angle PNQ=zP'N'Q' ; et si on 
joignait MQ et M'Q', le triangle MNQ serait égal à 
M'N'QS ainsi on aurait l'angle MNQ:^M'N'Q\ 
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Mais puisque MPNQ est un seul plan , on a Tangla 
MNQ=MNP-|-PNQ; donc on aura aussi M'N'Q' 
=M'N'P'H-FN'Q'. Or, si les trois plans M'NT', 
P'N'Q, M'N'Q', n'étaient pas confondus en un 
seul , ces trois plans formeraient un angle solide , et 
on aurait * l'angle M'N'Q' < M'N'F-hP'N'Q'; *2o,$. 
donc , puisque cette condition n a pas lieu , les deux 
triangles M'N'P', P'N'Q', sont dans un même plan. 

Il suit de là que chaque face, soit triangulaire, soit 
polygone, dans un polyèdre, répond à une face égale 
dans Tautre, et qu'ainsi les deux polyèdres sont com- 
pris sous un même nombre de pians égaux , chacun à 
chacun. 

n reste à prouver que l'inclinaison de deux faces 
adjacentes quelconques dans l'un des polyèdres est 
égale à l'inclinaison des deux faces homologues dans 
l'autre. . 

Soient MPN , NPQ , deux triangles formés sur 
l'arête commune NP dans les plans des deux faces 
adjacentes; soient M'P'N', N' P' Q', leurs homolo- 
gues ; on peut concevoir en N un angle solide formé 
par les troi« angles plans MNQ , MNP, PNQ, et en 
N' un angle solide formé par les trois M'N'Q', 
M'N'P, P'N'Q'. Or, on a déjà prouvé que ces angles 
plans sont égaux chacun à chacun; donc Finclinaison 
des deux plans MNP, PNQ, est égale à celle de leurs 
homologues M'N'P', P'N'Q' *. *aa,5. 

Donc, dans les polyèdres symmétriques , les faces 
sont égales chacune à chacune, et les plans de deux 
faces quelconques adjacentes d'un des solides , ont 
entre eux la même inclinaison que les plans des deux 
faces homologues de l'autre solide. 

Scholie. On peut remarquer que les angles solides 
d*un polyèdre sont les symmétriques des angles solides 
de Vautre polyèdre; car si l'angle solide N est formé 
par les plans MNP, PNQ, QNR, etc., son homolo- 
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gue N' est forme par les plans M'N'F, P'N'Q', 
Q'N'R', etc. Ceux-ci paraissent disposés dans le 
même ordre que les autres; inai^ comme les deux 
angles solides sont dans une situation inverse l'un par 
rapport à Tautre , il s'ensuit que la disposition réelle 
des plans qui forment Tangle solide N' est Finverse 
de celle qui a lieu dans Fanglâ homologue N» D'ait 
leurs les incUnai^ns des plans consécutifii sont égales 
dans Tun et dans Tautre angle solide; donc ces angles 
solides sont symmétriques Tun de Tautr^ f^^rtz U 
sfholia de laprap. XXIU^ &V* V. 

Cette remarque prouvé qu*un polyèdre tjmJcanqm 
ne peut Oi^ov^qu^un seul poljrèdre sjrmméfrique. Car si on 
construisait sur une autre base un nouveau polyèdre 
sym métrique au polyèdre donnée les angle^ jsoiides 
de celui-ci seraient toujours symmétriques dies angles 
du polyèdre donné; donc ils seraient ^aux à ceux 
du polyèdre syknmétrique construit sut la preiniere 
base. D'ailleur^s les faces homologues seraient toujours 
égales; donc ces deux polyèdres symmétriques cons» 
ti uiis sur une base ou sur une autre auraient les faces 
égales et les angles solides égaux ; donc ils coïncide- 
raient par la superposition , et ne feraient qu'un seul 
et même polyèdre. 

PROPOSITION III. 

THBOa£M£. 

Deux prismes sont égauit lorsqu'ils ont un 
arkgle solide compris entre trois plans égaux 
chacun à chacun et semblablement placés. 
t-i.iQo, Soit la base ABCDË égale à la base ahcdey le pa- 
rallélogranmie ABGF égal au parallélogramme «ig/*, 
et le parallélogramme BCHG égal au parallélogramme 
iùkg'y'je dis que le prismd ÂBCI sera égal au prisse 

^ a h ni. 
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Car soît posée la base ABCDE^ur son égale abcde^ 
ces deux bases coïncideront : mais les trois angles 
plans qui ibrment Fangle solide B sont égaux aux 
trois angles plans qui forment langle solide b, cha- 
cun à chacun, savoir, ABC=a^c^ ABG^^aig, et 
GBC=zgbc; de plus ces angles sont semblablement 
placés : donc les angles solides B et & sont égaux , et 
par conséquent le côté BG tombera sur son égal ig. 
On voit aussi qu'à cause des parallélogrammes égaux 
ABGF, aif[fy le côté G F tombera sur son égal gf, 
et semblablement GH sur gh; donc la base 8upë«r 
rieure FGHIK coïncidera entièrement avec son égale 
fgJûky et les deux solides seront confondus 6n un 
seul, puisqu'ils auront les mêmes sommets^. *>• 

Corollaire. Deux prùmes droits qui ont des hases 
égales et. des hauteurs égales sont égaux. Car ayant 
le côté AB égal kaby et la hauteur BG égale à bgy le 
rectangle ABGF sera égal au rectangle aigf; il en 
sera de même des rectangles BGHC, bghc; ainsi les 
trois plans qui forment Tangle solide B sont égaux 
sux trois qui forment langle solide b. Donc les deux 
prismes sont égaux. 

PROPOSITION IV. 

I 

théor£ms. 

Dans tout parallélépipède les plans opposés 
ont égaux et parallèles. 

Suivant la définition de ce solide, les bases ABCD, 4* ^^ 
«F6H, sont des parallélogrammes égaux, et leurs 
Ôtés sont parallèles : il reste donc à démontrei: que 
I même chose a lieu pour deux faces latérales Oj^j^ 
ies , telles que A£HD, BFGC. Or , AD est égale et 
irallele à BC, puisque la figiure ABCD est un parais 
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l<;lo{^imme ; par une riiison st-mblable AE est^ali 
et paiallclc à lîF : donc langle DAE est égal à l'anglf 
CBF*,et le planDAE paiallele àCBF; donea 
paiallélogramme DAEH esr égal au parallélogi 
CBFG. On dénionurera de même que les parallflo 
grammes opposés ABFE, DCGU, sont égau: 
rai Ici es. 

Corollaire. Puisque le parallélépipède est un solide 
compris sous six plans dont les opposés sont égauiet 
])aralieles, il s'ensuit qu'une face quelconque tt 
opposée peuvent être prises pour les bases du parai- 
Itilepipede. 

Scholût. Etant données trois droites, AB , AEjAD, 
passant par un même point A , et faisant entre elb 
des angles donnés, on peut sûr ces trois droites cm* 
tniire un parallélépipède; il faut pour cola me»* 
par l'extrémité de chaque droite un plan panl' 
au plan des deux autres; savoir, par le point B 
plan parallèle à DAE, par le point D un plan paral- 
lèle à BAE , et par le point E un pian parallèle à Mfl 
Les rencontres mutuelles de ces plans formenati 
parallolepipcde demandé. 

PROPOSITION V. 
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ment l'angle solide A sont égaux aux trois qui forment 
l'angle solide G, chacun à chacun; d ailleurs il est 
facile de voir que leur disposition est différente dans 
Vun et dans, l'autre; donc i^ les deux angles solides A 
et G sont symmétriques Vun de l'autre *. ♦23,5. 

En second lieu, imaginons deux diagonales EG, 
AG, menées lune et l'autre par des sommets opposés : 
puisque AE est égale et parallèle à CG , la figure AEGG 
fBst un parallélogramme; donc les diagonales EC , AG , 
se couperont mutuellement en deux parties égales. 
On démontrera de même que la diagonale EG et une 
autre DF se couperont aussi en deux parties égales; 
donc 2^ les quatre diagonales se couperont mutuel- 
lement en deux parties égales , dans un même point 
qu'on peut regarder comme le centre du parallélé- 
pipède. 

PROPOSITION VI. 



THÉORÈME. 



Le plan BDHF, qui passe par deux arêtes ^5^07. 
parallèles opposées BF, DH, dwise le paral- 
lélépipède AG en deux prismes triangulaires 
ABDHEF, GHFBCD, symmétriques Vun de 
Vautre, 

D'abord ces deux solides sont des prismes; caries 
triangles ABD , EFH , ayant leurs côtés égaux et paral- 
lèles , sont égaux , et en même temps les faces latérales 
ABFE, ADHE, BDHF, sont des parallélogrammes; 
donc le solide ABDHEF est un prisme : il en est de 
même du solide GHFBCD. Je dis maintenant que ces 
deux prismes sont symmétriques l'un de l'autre. 

Sur la base ABD faites le prisme ABDE'F'H' qui 
soit le symni étriqué du prisme ABDEFH. Suivant 
ce qiii a été démontré î, le plan ABF'E' est égal à * *• 



cor. 
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Or, à cause des parallélogrammes ABFE, aBF^^les 
côtés AE, ae^ égaux à leur parallèle BF, sont égaux 
entre eux; ainsi, en ôtant la partie commune Ad, il 
restera Aa = Ee. On prouvera de même que Di^zzzHA. 

Maintenant , pour opérer la superposition des deux 
solides BflADûf , F<?EH/^, plaçons la base Yeh sur son 
égale ^ad; alors le pointe tombant en a, et le point 
h en d^ lés côtés eE , hH ^ tomberont sur leurs égaux 
ûîA, ^D, puisqu'ils sont perpendiculaires au même 
plan. B<2^. Donc les deux solides dont il s'agit coïnci- 
deront entièrement l'un avec l'autre ; donc le prisme 
oblique BADFEH est équivalent au prisme droit 

On démontrera semblablement que le prisme obli- 
que BDCFHG est équivalent au prisme droit 'RdcFhg. 
Mais les deux prismes droits BadFehy BdcFkg sont 
égaux entre eux , puisqu'ils ont même hauteur BF , 
et que leurs bases Bad^ Bdc sont moitiés dun même 
♦ 3 parallélogramme *. Donc les deux prismes triangu- 
laires BADFEH, BDCFHG , équivalents à des prismes 
égaux, sont équivalents entre eux. 

Corollaire, Tout prisme triangulaire ABDHEF est 
la moitié du parallélépipède AG , construit sur le 
même an^le solide A, avec les mêmes arêtes A6, 
AD, AE. 

PROPOSITION IX. 
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fig.209. Si deux parallélépipèdes AG , AL , ont une 
base commune ABCD , et que leurs bases supé^ 
rieures EFGH , IRLM , soient comprises dans un 
même plan et entre les mêmes parallèles EK, 
HL, ces deux parallélépipèdes seront équiva- 
leîits entre eux. 



'k 
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Il peut arriver trois cas, selon que El est plus 
and , plus petit ou égal à EF ; mais la démonstration 
t la même pour tous : et d'abord je dis que le prisme 
iangulaire AEIDIIM est égal au prisme triangulaire 
FKGGL. 

En effet, puisque AE est parallèle à BF et HE à 
F, langle AE1 = BFK, HEI=GFK, et HEA = 
FB. De ces six angles les trois premiers forment 
ingle solide E , les trois autres forment l'angle solide 
; donc , puisque les angles plans sont égaux chacun 
chacun, et semblablement disposés, il s'ensuit que 
is angles solides E et F sont égaux. Maintenant, si 
n pose le prisme AEM sur le prisme BFL , et d'abord 
L base AEI sur la base BFK, ces deux bases étant 
gales coïncideront; et puisque l'angle solide E est 
îgal à l'angle solide F , le côté EH tombera sur son 
igal FG : il n'en faut pas davantage pour prouver que 
es deux prismes coïncideront dans toute leur éteii- 
lue; car la base AEI et l'arête EH déterminent le 
prisme AEM, comme la base BFK et l'arête FG dé- 
terminent le prisme BFL * : ddnc ces prismes sont * 3. 
^gaux. 

Mais si du solide AL on retranche le prisme AEM , 
* restera le parallélépipède AIL ; et si du même so- 
'de AL on retranche le prisme BFL, il restera le 
^rallélepipede AEG ; donc les deux parallélépipèdes 
iL, AEG, sont équivalents entre eux. 

PROPOSITION X. 



A 



THEOREME. 



Deux parallélépipèdes de même base et de 
éme hauteur sont équivalents entre eux. 
Soit ABCD la base commune aux deux parallèle- %.îiio. 
pedes AG, AL ; puisqu'ils ont même hauteur, leurs 
ses supérieures EFGH, IKLM, seront sur le même 
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plan. De plus les côtés EF et AB sont égdnx et pant 
leleS) il en est de méhie de IK et AB ; donc EF est égal 
et parallèle à IK : par une raison semblable GF eiC 
ëgal et parallèle à LK. Soi^^nt prolongés les côtés EF,I^ 
H6 , ainsi que LK , IM , jusqu'à ce que les uns et hf L 
autres forment par leurs intersections le paraUélo- \^ 
gramme NOPQ, il est clair que ce paraliélogramme 
sera égal à chacune des bases EFGH, IKLM. Ori 
on imagine un troisième parallélépipède qui, avec il 
mAme batfe inférieure ABCD, ait pour base supérienie 
NOPQ , ce troisième parallélépipède serait équiyalintt 
au parallélépipède AG*, puisqu*ayant même base infii- 
^* rieure , les bases supérieures sont comprises dans un 
m^moplan et entre les parallelesGQ^FN.Parlainéme 
raison ih? troisième parallélépipède serait équivalent 
au parallélepipeile AL; donc les deux parallélépipèdes 
AG, AL, qui ont même base et même hauteur|Sont 
équivalents entre eux. 



PROPOSITION XL 



« 



THEOREMB. 



I\uit fMÂTutiflep^de peut être changé en un 
panttMepif^^tie rectuffgie equi^'a/ent qui auru 
wcV«c* haatfMr ei une base tquivaienle, 

SiMt AG le parâUelepip^le proposé; des points A,^ 
IM.. O.menex AL BK.,CL, DM, perpendiculaires 
4U pUn de la l>a»o« vous tonuei^a Msi le parallclepi- 
jH\le \l. e\|ui\aktit au tviràlUIepipe de AG , et dontles 
Iak*^ UttrAU-s AK, KL^ etc. • «ror.t des ivctangles. Si 
doiw U lvA>e Vivo e^; un rxvun^ie« AL seralepaial- 
lt'lejujKxlc :rv*rj^iy:Ie c\^u;ràU'îiî jiu pAràiièlepipedepio- 
,,. l'^^** ^^* ^*^* =" ABv!P r/rtî rjLsun rtactJLngle, meDa.^ 
AO <K RN p^^r^MTUvlwuUire* sur CD, e&suile OQ*'K 
>r j'<îy<'î-vt;v'u*-Air>* «^ï^ 'A ^J|J^• VOC.5 Aonn le solid 
Vlv>OlKl\î ^u; *er* u« y^iL',*:<r^<de rccongle 
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Bn efFet) par construction, la base A6N0 et son op- 
posée IKPQ sont des rectangles ; les faces latérales en 
bont aussi, puisque les arêtes AI, OQ, etc. , sont per- 
pendiculaires au plan de la base; donc le solide AP 
est un parallélépipède rectangle. Mais les deux paral- 
lélépipèdes AP, AL , peuvent être censés avoir même 
iMse ABRI et même hauteur AO : donc ils sont équi- 
valents; donc le parallélépipède AG, qu'on avait (î'a- fi^-ato 
bord changé en un parallélépipède équivalent AL, se 
trouve de nouveau changé en un parallélépipède rec« 
tangle équivalent AP^ qui a la même hauteur Al, et 
dont la base ABNO est équivalente à la base ABCD. 

PROPOSITION XIL 

THÉORÈME* 

Deux parallélépipèdes rectangles A G , AL, fig.2xa^ 
qui ont la même base ABCD, sont entre eux 
tomme leurs hauteurs AE, AI. 

Supposons d'abord que les hauteurs AE, AI, soient 
entre elles comme deux nombres entiers, par exemple, 
comme ï 5 est à 8. On divisera AE en i5 parties égales, 
dont AI contiendra 8, et par les points de division x, 
y^ z, etc., on mènera des plans parallèles à la base. 
Ces plans partageront le solide AG en i5 parallélépi- 
pèdes partiels qui seront tous égaux entre eux, comme 
ayant des bases égales et des hauteurs égales ; des bases 
égales, parce que toute section comme Ml KL, faite 
dans' un prisme parallèlement à sa base ABCD, est égale 
à cette base*^ des hauteurs égales, parce que ces hau- *7. 
teurs sont les divisions mêmes Aj:, ay^ xz^ etc. Or, 
^e ces i5 parallélépipèdes égaux, huit sont contenus 
dans AL ; donc le solide AG est au solide AL comme 
j5 est à 8, ou en général comme la hauteur AE est à 
la hauteur AI. 

Onz. cd. la 
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En .second lieu, si le rapport de ÂE à AI ne peii€ 
8 exprimer en nombres , je dis quon n^en aura pas; 
moins solid. AG : solid, AL : : ÂE : AI. Car , si cette' 
proportion n'a pas lieu, supposons qu'on ait sol: AGi 
soL AL : : AE : AO. Divisez AE en parties égales dont 
chacune soit plus petite que 01 , il y aura au moins 
un point de division m entre O et I. Soit P le parât 
lëlepipede qui a pour base ABCD et pour hauteur 
A/71 ; puisque les hauteurs AE , Am sont entre elles 
comme deux nombres entiers, on aura soL AG : P :: 
AE : Am* Mais on a , par hypothèse , soi, AG : soL AL : : 
AE : AO ; de là résulte sol, AL : P : : AO : Am. Mais AO 
est plus grand que Am; donc il faudrait, pour que la 
proportion eût lieu , que le solide AL fut plus grand 
que P. Or au contraire il est plus petit : donc il est 
impossible que le quatrième terme de la proportion 
sol, AG : sol, AL : : AE : x, soit une ligne plus grande 
que AL Par un raisonnement semblable on démon- 
trerait que le quatrième terme ne peut être plus petit 
que Al ; donc il est égal à AI ; donc les parallélépipèdes 
rectangles de même base sont entre eux comme leurs 
hauteurs. 

PROPOSITION XIIL 



THÉORÈME. 



Deux parallélépipèdes rectangles AG, AR, 
qui ont même hauteur AE, sont entre eux commt 
leurs hises ABCD, AM^O. 

Ayant placé lo> doux 5olii:e> lun à cOté de Fautre, 
i\^iunu* la tî^urv les rep revente, prolongez le plan 
O^KL, jusqu*à et* qu il wnconcre le plan DCGH soi- 
^aut l\î* \vnis axiro: un tr\n>ieme parallélépipède AQ, 
qu'où pvHura ivmj^arcr à chacun de* f ^nllelepipedes 
AG » AK. le;? Aru\ *%>lide* AG , AQ, avant même base 



àEHD, «ont entre eux comme leurs hauteurs AB , \0; 
pareillement les deux solides ÂQ, AR, ayant même 
base AOLE, sont entre eux comme leurs hauteurs 
AD 9 AM. Ainsi on aura les deux proportions, 
soL AG : sol. AQ :: AB : AO, 
soL AQ : soi. AK : : AD : AM. 
Multipliant ces deux proportions par ordre , et omet-*> 
tant, dans le résultat, le multiplicateur commun soL 
AQy on aura, 

sol. AG : sol. AK :: AB x AD : AO x AM. 
Hais AB X AD représente la base ABCD, et AO X AM 
représente h base AMNO ; donc deux parallélépi- 
pèdes rectangles de même hauteur sont entre eux 
comme leurs bases. 

PROPOSITION XIV. 

THEORÂHS. 

« 

Deux parallélépipèdes rectangles quelconques 
^nt entre eux comme les produits de leurs bases 
par leurs hauteurs , ou comme les produits de 
ieurs trois dimensions. 

Car ayant placé les deux soKdes AG, AZ, de ma- fig.AtS»; 
"kiere que leurs surfaces aient Tangle commun BAE, 
Prolongez les plans nécessaires pour former le troi* 
ieme parallélépipède AK de même hauteur avec le 
Parallélépipède AG. On aura, par la proposition pré- 
sente, 

sol. AG : sol. AK :: ABCD : AMNO. 
If ais les deux parallélépipèdes AK, AZ, qui ont même 
lase AMNO, sont entre eux comme leurs hauteurs 
L£ 9 AX ^ ainsi on a , 

sol. AK : sol. AZ :: AE : AX. 
lultipliant ces deux proportions par ordre, et omet* 

12. 
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tant, dans le résultat, le multipKcateur commun sol* 
AK, on aura 

soi. AG : soL AZ : : ABCD x AE : AMNO X AX. 
A la place des bases ABCD et AMNO, on peut mUM 
AB X AD et AO X AM, ce qui donnera , 
soi. AG : W. AZ :: ABx ADx AE : AOx AMxAX, 
Donc deux parallélépipèdes rectangles cpielconques 
sont entre eux , etc. 

Scholie. Il suit de là qu'on peut prendre pour me- 
sure d*un parallélépipède rectangle le pi-oduit de n 
base par sa hauteur, ou le produit de ses trois dimen- 
sions. Cest sur ce principe que nous évaluerons tons 
les autres solides. 

Pour rinielligence de cette mesure il faut se rap- 
peler qu'on entend par produit de deux ou de plu- 
.<i(Hirs lignes, le produit des nombres qui représentent 
ces lignes, et ces nombres dépendent de Tunité linéaire 
qu'on peut prendre à volonté : cela posé, le produit 
des trois dimensions d'un parallélépipède est un nom- 
bre qui ne signifie rien en lui-même, et qui serait 
ditYôreni si on avait pris une autre unité linéaire. Mais h 
si on multiplie de même les trois dimensions d'un autre Ip; 
IKuallélepiptHle^ en les évaluant d'après la même unité |ic 
linéaire , les deux produits seront entre eux comme 
les soliiles y et donneront l'idée de leur grandeur re- 
lative. 

I.a :;randeur d*un solide « son volume ou son éten- 
due ivusti tuent ce qu'on appelle sa solidité^ et le mo 
*lo ^\\",\;".\%' est employé p;iriiculièrement pour désigner 
Kl uu'sure d'un solide : ainsi ou dit que la solidité d'un 
jMralleiojM|H\le uvtangle est egule au prodmt de sa 
l\xs<* jur sa l;ai;teur , ou au produit de ses trois di- - 
niotîsions. 

l N*s nvis ^hu'.cnslop.s vU; ov.l^ étant éo^ales entre 
*'îîe>» SI le vvîe e>: i , la *v\..:i:e >era i x i X i , ou i; 
>»i U' ^\ \ v>; ^. '.u iO*uu,c j<;v ^xaX2, ou 8; sile *^ 
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i&té est 3, la solidité sera 3 X 3 X 3, ou 27, et ainsi de 
suite; ainsi les côtés des cubes étant comme les nombres 
I, !i, 3, etc., les cubes eux-mêmes ou leurs solidités 
sont cpmme les nombres i, 8, 27, etc. De là vient qu'on 
iappelle en arithmétique cuè^ d^un nombre le produit 
qui résulte de trois facteurs égaux à ce nombre. 

Si on proposait de faire un cube double d'un cube 
donné , il faudrait que le côté du cube cherché fi\t au 
côté du cube donné comme la racine cube de 2 est à 
Tunitë. Or on trouve facilement, par une construc- 
tion géométrique, la racine quarrée de a ; mais on ne 
peut pas trouver de même sa racine cube , du moins 
par les simples opérations de la géométrie élémen- 
taire, lesquelles consistent à n'employer que des 
lignes droites dont on connaît deux points, et des 
cercles dont les centres et les rayons sont déterminés. 

A raison de cette difficulté le problème de la' 
duplicatian du cube a été célèbre parmi les anciens 
géomètres, comme celui de la trisection de F angle ^ 
qui est à-peu- près du même ordre. Mais on connaît 
depuis long-tempSTles solutions dont ces sortes de 
problèmes sont susceptibles , lesquelles , quoique 
moins simples que les constructions de la géométrie 
flémentaire, ne sont cependant ni moins exactes j^ 
ni moins rigoureuses.. 

PROPOSITION XV. 

THEOREME. 

La solidité d'un parallélépipède ^ et en gé^ 
nêral la solidité d*un prisme quelconque j est 
égale au produit de sa base par sa hauteur. 

Car I® un parallélépipède quelconque est équiva- 
lent à un parallélépipède rectangle de même hauteur 
5C de base équivalente *. Or la solidité de celui-ci est * 
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égale à sa base multipliée par sa hauteur; donc h 
solidité du premier est pareillement égale au prodmt 
de sa base par sa hauteur. 

2^ Tout prisme triangulaire est la moitié dii paral- 
lélépipède construit de manière qu'il ait la même haih 
* '' teur et une base double *. Or la solidité de celui-d est 
égale à sa base multipliée par sa hauteur ; donc celle 
du prisme ti4angulaire est égale au produit de sabase^ 
moitié de celle du parallélépipède , multipliée par sa 
hauteur. 

3° Un prisme quelconque peut être parts^é en au- 
tant de prismes triangulaires de même hauteur ^'ob 
peut former de. triangles dans le polygone qui lui sert 
de base. Mais la solidité de chaque prisme triangulaire 
est égale à sa base multipliée par sa hauteur; et puis* 
que la hauteur est la même pour tous , il s'ensuit qne 
la somme de tous les prismes partiels sera égale à la 
somme de tous les triangles qui leur servent de basei| 
multipliée par la hauteur commune. Donc la sohditê 
d'un prisme polygonal quelconque est égale au pro- 
duit de sa base par sa hauteur* 

Corollaire. Si on compare deux prismes qui ont 
^léme hauteur^ les produits des bases par les hau* 
teurs seront comme les bases ; donc deux prismes de 
même hauteivr sont entre eux comme leurs bases; par 
une raison semblable , deux prismes de mêm^e base sont 
entre eux comme leurs hauteurs. 

PROPOSITION XVL 

LBMME. 

■ 

«0 au. Si une pyramide SABCDE est coupée par un 
plan abd parallèle à sa base y 

I* Les côtés SA, SB, vSC,. . .. et la hauteurSXiy se- 
ront divisés proportionnellement en a, b, c,.. e^o; 
îi** La section abcde sera unpoljf^one sembla^ 
ble à la hase ABCDE, 
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Car 1® les plans ABC, abc^ étant parallèles, leurs 
intersections AB, a*, par un troisième plan SAB, 
seront parallèles*; donc les triangles SAB , Soi, sont * lo, 5 
semblables , et on a la proportion SA : Sa : : SB : Sb ; 
•on aurait de même SB : S* : : SC : Se , ejt ainsi de 
suite. Donc tous les côtés SA, SB, SC, etc., sont 
coupés proportionnellement en a, ^, c, etc. La hau- 
teur SO est coupée dans la même proportion au 
point ^; car BO et bo sont parallèles, et ainsi on a 
SO : Sc' : : SB : S&. 

2® Puisque ai est parallèle à AB, bc à BC, ca? à 
CD, etc., l'angle a*c==ABC, Tangle &crf = BCD, et 
ainsi de suite. De plus , à cause des triangles sembla- 
bles SAB, Sa*, on a AB : a* : : SB : S* ; et à cause des 
triangles semblables SBC, Sic, On a SB : S* : : BC : bc; 
donc AB : oA : : BC : Ac; on aurait de même BC : fc : : 
CD : crf, et ainsi de suite. Donc les polygones ABCDE, 
€ibcde^ ont les angles égaux chacun à chacun et les 
côtés homologues proportionnels ; donc ils sont sem- 
blables. 

Corollaire. Soient SABCDE, SXYZ, deux pyra- 
mides dont le sommet est commun , et qui ont même 
hauteur, ou dont les bases sont situées dans un même 
plan ; si on coupe ces pyramides par un même plan 
parallèle au plan des bases , et. qu'il en résulte les 
sections abcde^ xyz; je dis que tes sections abcde, 
xyz , seront entre elles comme les bases ABCDE , XYZ. 

Caries polygones ABCDE, abcde ^ étant semblables 
leurs surfaces sont comme les quarrés des côtés ho- 
mologues AB, ai; mais AB : ab :: SA : Sa; donc 

ABCDE : abcde : : SA : Sa. Par la même raison, XYZ : 

xj^ : : SX : Sj?. Mais puisque abcxyi» n'est qu'un 
même plan, on a aussi SA : Sa :: SX : S:r; donc 
ABCDE : abcde : : XYZ : xyi,; donc les sections abcde^ 
ccjrz , sont entre elles comme les bases ABCDE , XYZ. 
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PROPOSITION XVIL 



LEMIIE. 



fig *'5^- iSb/ï SABC une pyramide triangulaire dont S 
est le sommet et ABC la base ; si on divise les 
côtés SA, SB, se, AB, AC, BC, en deux parties 
égales aux points D, E, F, G, H, I, et que pat 
ces points on tire les lignes DE, EF, DF, EG^ 
FH, El, Gl, GH ;y> dis qu on pourra considéref 
la pjrramide SABC , comme composée de deux 
prismes AGllFDE, EGICFH, équivalents eiOre 
eux^ et de deux pyramides égales SDEF, EGBL 

Par suite de la construction , ED est parallèle à BA 
et GE à AS ; donc la figure ADEG est un paiallâo* 
gramme. La figure ADFH en est un aussi par la même 
raison; donc les trois droites AD, GE , HF, sont 
égaies et parallèles; donc le solide A6HFDB est un 
•i , 5. prisme*. 

On prouvera semblablement que lesi deux figures 
EFCI, CIGH, sont des parallélogramn>es , et qu'ainsi 
les trois droites EF, IC, GH, sont égales et parallèles; 
donc le solide EGICFH est encore un prisme. Or je 
dis que ces deux prismes triangulaires ^ont équiva- 
lents entre eux. 

En eifet , si sur les arêtes GI, GE, GH, on fonne k 

parallélépipède GX, le prisme triangulaire GEICFH 

i sera la moitié de ce parallélépipède*; d'un autre côté, 

le prisme AGHFDE est égal aussi à la moitié du pa- 

*ï5. rallélepipede GX*, puisquils ont même hauteur, et 

que le triangle AGH, base du prisme, est moitié du 

*«>3. parallélogramme GICH*, base du parallélépipède. 

Donc les deux prismes EGlCFtt, AGHFDE, sont 

équivalents entre eux. 

Ces deux prismes étant retranchés de la pyramida 
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SAJ3C, il lie reste plus que les deux pyramides SDEF, 
EGBI ; or je dis que ces deux pyramides sont égales 
entre elles. 

En effet, à cause des côtés égaux, savoir, BE = 
SE, BG = AG = DE , EG = AD = SD , le triangle 
BEG est égal au triangle ESD. Par une raison sem- 
blable le triangle BEI est égal au triangle ESF; 
daiUeurs l'inclinaison mutuelle des deux plans BEG, 
BEI, est la même que celle des deux plans ESD, 
ESF, puisque BEG ne fait qu'un seul plan avec ESD, 
de même que BEI avec ESF. Donc si , pour opérer 
-la superposition des deux pyramides SDEF, EGBI, 
on place le triangle EBG sur son é^^al SDE, il faudra 
que le plan BEI tombe sur le plan ESF ; et puisque 
les triangles EBI , SEF, sont égaux et semblahlement 
places , le point I tombera en F, et les deux pyramides 
SDEF, EGBI, coïncideront en une seule. 

Donc la pyramide entière SABC est composée de 
deux prismes triangulaires AGF, GIF, équivalents 
entre eux, et de deux pyramides égales SDEF, EGBI. 

Corollaire I, Du sommet S soit abaissée SO per- 
pendiculaire sur le plan ABC, et soit P le point où 
cette perpendiculaire rencontre le plan DEF parallèle 
i ABC ; puisque SD = | SA, on aura SP = ^ SO *, et * 16. 
le triangle DEFczz- ABC : donc la solidité du prisme 
AGHFDE = \ ABC x i SO , et celle des deux prismes 
réunis AGHFDE, EGICFH, = |ABCxSO. Ces deux 
prismes sont moindres. que la pyramide SABC, puis- 
qu'ils y sont contenus 5 donc la solidité tTune pyra^ 
ndde triangulaire est plus grande que le quart du 
produit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire U. Si on mené les droites DG, DH, on 
aura une nouvelle pyramide ADGH, qui sera égale à 
la pyramide SDEF ; car on peut placer la base DEF 
sur son égale AGH, et alors les angles SDE, SDF, 
^tant ^aux aux angles DAG, DAH, ïX est visible que 
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* 55, 5. DS tombera sur AD*, et le sommet S sur le sommet 
D. Or, la pyramide ADGH est moindre que le prisme 
AGHDEF , puisqu'elle y est contenue; donc chacune 
des pyramides S D E F , EGBI, est moindre que le 
prisme AGHDEF ; donc la pyramide SABC qui est 
(composée de deux pyramides et de deux prismes , est 
moindre que quatre de ces mêmes prismes. Or la soli- 
dité de lun de ces prismes =jABCxSO, et son 
quadruple =|ABCxSO; donc la solidité de toute 

pyramide triangulaire est moindre que la moitié du 

produit de sa base par sa hauteur. 

PROPOSITION XVIII. 



A 



THEOREME. 



La solidité d'une pyramide triangulaire est 
égale au tiers du produit de sa hase par sa 
hauteur. 
fis 2i5. Soit SABC une pyramide triangulaire quelconque , 
ABC sa base, SO sa hauteur ; je dis que la solidité de 
la pyramide SABC sera égale au tiers du produit de 
la surface ABC par la hauteur SO, de sorte qu'on 
aura SABC = | ABC x SO , ou = SO X 4 ABC. 

Car si on nie cette proposition, il faudra que h 
solidité SABC soit égale au produit de SO par une 
surface plus grande ou plus petite que j ABC. 

Soit i^ cette quantité plus grande, en sorte qu^on 
ait SABC = SOx (^ABC+M). Si on fait la même 
construction que dans la proposition précédente , la 
pyramide SABC sera partagée en deux prismes équi- 
valents entre eux AGHFDE, EGICFH, et en deux 
pyramides égales SDFE, EGBI. Or, la solidité du 
prisme AGHFDE est DEF x PO, et celle des deux 
prismes est par conséquent DFE X 2 PO , ou DFE X 
SO, Retranchafit les deux prismes de la pyramide en* 
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iere, le reste sera égal au double de la pyramide 
5DEF, de sorte qu'on aura, 

aSDEF = SOx (i ABC + M — DEF ). 

Mais , parce que SA est double de SD , la surface ABC 
est quadruple de DFE*, et ainsi ^ ABC — DFE= U6, 
/ PFE— DFE = I DFE ; donc 

aSDEF=SOx (^DEF + M), 
et en prenant les moitiés de part et d'autre, il en 
résulte , 

SDEF = SP X (t DEF + M ). 

D'où l'on voit que pour avoir la solidité de la pyra- 
mide SDEF,11 faudra ajouter au tiers de sa base la 
même surface M qui avait été ajoutée au tiers de la 
base de la grande pyramide , et multiplier le tout par 
la hauteur SP de la petite pyramide. > 

Si l'on divise "SD en deux également au point K 
et que par le point K on fasse passer le plan KLM 
parallèle à DEF , lequel rencontre en Q la perpen- 
diculaire SP, la même démonstration prouve que la 
solidité de la pyramide SKI^M sera égale k SQ X 
(}KLM + M). 

Continuant ainsi à former une suite de pyramides 
dont les côtés décroissent en raison double, et les 
bases en raison quadruple, on parviendra bientôt à 
une pyramide Sabc , dont la base abc sera plus petite 
que 6M : soit So la hauteur de cette dernière pyra- 
mide ; et sa solidité , déduite de celle des pyramides 
précédentes, sera So x (^afc + M). Mais on a M > 
^abc , et par conséquent 3 abc 4- M > ^ abc ; il faudrait 
donc que la solidité de la pyramide Sabc fôt plus 
grande que So X 7 abc. Résultat absurde , puisqu'on a 
prouvé dans le corollaire II de la proposition précé- 
dente que la solidité d*une pyramide triangulaire est 
toujours moindre que la moitié du produit de Sa base 
par sa hauteur ; donc x*" il est impossible que la soU<e 
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dite delà pyramide S ABC soit plus grande que SOx 
^ABC. 

Soit 2° SABC = SO X ( i ABC — M) , on prouvera, 
eomme dans le premier cas, que la solidité de la 
pyramide SDEF , dont les dimensions sont deux fois 
moindres , est égale à SP X (7 DEF — M ) 5 et , en con- 
tinuant la suite des pyramides dont les câtés décrois- 
sent en raison double , jusqu'à un terme quelconqat 
Sabc^ on aura de même la solidité de la dernière 
pyramide Sabc =:zSo X {^abc — M). Mais les bases 

ABC , DEF , LKM abc , formant une smte dé» 

crobsante dont chaque terme est le quart du précé- 
dent, on parviendra bientôt à un terme atc^ éff^^ 
1 2 M , ou qui sera compris entre 1 2 M et 3 M ; alors 
M étant égal ou plus grand que -^ abc , la quantité 
j abc — M sera ou égale à jabc , ou plus petite que 
jabc; de sorte que la solidité de la pyramide Sabc 
sera o\x=i:SoXj abc , ou < S^ X j abc. Résultat encore 
absurde, puisque, suivant le corollaire I de la prq^ 
sition précédente , la solidité d'une pyramide trian- 
gulaire est toujours plus grande que le quart du 
produit de sa base par sa hauteur ; donc 2^ la solidité 
de la pyramide SABC ne peut être plus petite que 
SOXjABC. 

Donc enfin, la solidité de la pyramide SABC= 
SO X j ABC , ou =y ABC x SO ^ conformément à re- 
noncé du théorème. 

Corollaire I. Toute pyramide triangulaire est le 
tiers du prisme triangulaire de même base et de même 
hauteur ; car ABC x SO est la solidité uu prisme dont 
ABC est la base et SO la hauteur. 

Corollaire II. Deux pyramides triangulaires de 
même hauteur sont entre elles comme leurs bases, et 
deux pyramides triangulaires de même base sont 
entre elles comme leurs hauteurs. 
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PROPOSITION XIX. 



THEOREME. 



Toutf pyramide SABCDE a pour mesure le fig. auj. 
tiers du produit de sa base ABCDE jr>ar sa hau- 
teur AO. 

Car en faisant passer les plans SEB , SEC , par les 
diagonales EB , EG , on divisera la pyramide polygo- 
nale SABCDE , en plusieurs pyramides triangulaires 
qui auront toutes la même hauteur SO. Mais par le 
lïléoréme précédent chacune de ces 'pyramides se 
mesure en multipliant chacune des bases ABE , BCE , 
CDE^ par le tiers de sa hauteur SO ; donc la somme 
des pyramides triangulaires , ou la pyramide polygo- 
nale SABCDE y aura pour mesure la somme des tri- 
angles ABE, BCE, CDE , ou le polygone ABCDE, 
multiplié par ^SO ; donc toute pyramide a pour me- 
sure le tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire I. Toute pyramide est le tiers du prisme 
de même base et de même hauteur. 

Corollaire II. Deux pyramides de même hauteur 
sont entre elles comme leurs bases , et deux pyra- 
mides de même base sont entre elles comme leurs 
hauteurs. 

Sckolie. On peut évaluer la solidité de tout corps 
polyèdre en le décomposant en pyramides , et cette 
décomposition peut se faire de plusieurs manières: 
une des plus simples est de faire passer les plans de 
division par le sommet d^un même angle solide ; alors 
on aura autant de pyramides partielles qu il y a de 
faces dans le polyèdre , excepté celles qui forment 
Tanjle solide d'où partent les plans de division. 
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PROPOSITION XX, 



THEOREME. 



Deux polyèdres symmétriques sont équiyaJents 
entre eux ou égaux en solidité. 
fig. aoa« Car 1^ deux pyramides triangulaires symmétriques, 
telles que SABG , TÂBC , ont pour mesure commune 
le produit de la base ABC par le tiers de la hauteur 
SO ou TO; donc ces pyramides sont équivalentes 
entre elles. 

2*" Si on partage d une manière quelconque fun des 
polyèdres symmétriques en pyramides triangulaireSi 
on pourra partager de même Vautre polyèdre en py» 
ramides triangulaires symmétriques ; or les pyramides 
triangulaires symmétriques sont équiralentes chacune 
à chacune ; donc les polyèdres entiers seront équiva- 
lents entre eux ou égaux en solidité. 

Scholie, Cette proposition semblait résulter immé- 
diatement de la proposition II , où Ton a fait voir que 
dans deux polyèdres symmétriques, toutes les partiel 
constituantes dun solide sont égales aux parties cons- 
tituantes de Tautre; mais il nen était pas moins né* 
cessaire de la démontrer d'une manière rigoureuse. 

PROPOSITION XXI. 



THEOREME. 



Si une pyramide est coupée par un plan par 
rallele à sa- hase , le tronc qui reste en étant la 
petite pyramide j est égal à la somme de trois 
pyramides qui auraient pour hauteur commune 
la hauteur du tronc ^ et dont les bases seraienJt 
la base inférieure du tronc ^ sa hase supérieure y 
et une moyenne proportionnelle entre ces deux 
hases. 
fig 217. Soit ABCDE une pyramide coupée par le plan ahd 



parallèle à la base; soit TFGH une pyramide tiîangu^ 
taire dont la base et la hauteur soient égales ou équi- 
valentes à celles de la pyramide SABCDE. On peut 
lupposer les deux bases situées sur un même plan ; et 
alors le plan abd ^ prolongé, déterminera dans la py- 
ramide triangulaire une section^g^A , située à la même 
hauteur au-dessus du plan commun des bases : d'où 
il résulte que la section^Â est à la section abd comme 
la base FGH est à la base ABD * ; et puisque les bases * 16. 
sont équivalentes, les sections le seront aussi. Les py- 
ramides Sabcde^ ^fë^'i ^^"^ donc équivalentes, puis- 
«jumelles ont même hauteur et des bases équivalentes. 
Les pyramides entières SABCDE , TFGH , sont équi- 
valentes par la même raison ; donc les troncs ÈsXOdab^ 
FGH^/^, sont équivalents , et par conséquent il suf- 
fira de démontrer la proposition énoncée , pour le seul 
cas du tronc dé pyramide triangulaire. 

Soit FGH^/^ un tronc de pyramide triangulaire £„ ^jg, 
à bases parallèles : par les trois points F, ^, H, con- 
duisez le plan Fg-H , qui retranchera du tronc la py- 
^mide triangulaire .ç^FGH. Cette pyramide a pour base 
U base inférieure FGH du tronc , elle a aussi pour 
hauteur la hauteur du tronc , puisque le sommet g 
©st dans le plan de la base supérieure^A. 

Après avoir retranché cette pyramide , il restera la 
E>yramide quadrangulaire ^AHF, dont le sommet est 
5r et la base /àHF. Par les trois points y, 5" ? H , con- 
duisez le plan^H, qui partagera la pyramide qua- 
IjRangulaire en deux triangulaires ^lyH , gfliA. Cette 
iemiere a pour base la base supérieure gfli du tronc, 
it pour hauteur la hauteur du tronc, puisque son 
iominet H appartient à la base inférieure : ainsi nous 
^vons déjà deux des trois pyramides qui doivent com- 
poser le tronc. 

Il reste à considérer la troisième g^F/'H : or, si on 
mené g^K parallèle à^T, et qu'on imagine une «ou- 
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Telle pyramideyi^'HK , dont le sommet est K et la base 
F/*H , ces deux pyramides auront même base F/Hj 
elles auront aussi même hauteur , puisque les sommets 
^ et K sont situés sur une ligne ^K parallèle à F/*, et 
par conséquent parallèle au plan de la base ; donc c€i 
pyramides sont équivalentes. Mais la pyramide yFKH 
peut être considérée comme ayant son sommet enfy 
et ainsi elle aura même hauteur que le tronc ; quaat 
à sa base FKH , je dis qu elle est moyenne proportion- 
nelle entre les bases YGll^fgh. En effet les triangles 
FHK,^A, ont un angle égal F==/, et Tin côté é^ 
• 24, ?. FK=/^; on a donc* FHK :fgh:: FH :/A. On a aussi 
FHG : FHK : : FG : FK ou^. Mais les triangle sem- 
blables FGH,y^A, donnent FG:^: :FH:/A; donc 
FGH : FHK : : FHK \fgh ; et ainsi la base FHK est 
moyenne proportionnelle entre les deux bases FGH, 
fgh. Donc un tronc de pyramide triangulaire, à bases 
parallèles , équivaut à trois pyramides qui ont pour 
hauteur commune la hauteur du tronc, et dont les 
bases sont la base inférieure du tronc, sa base supé- 
rieure , et une moyenne proportionnelle entre ces 
deux bases. 

PROPOSITION XXII. 

THEOREME. 

.irr. Si on coupe un prisme triangulaire dont ABC 
est la base, par un plan DEF incliné à cette base, 
le solide ABCDEF, qui résulte de cette section, 
sera égal à la somme de trois pyramides dont les 
sommets sont D, E, F, et la base commune ABC. 

Par les tix)is points F, A, C, faites passer le plan 
FAC, qui retranchera du prisme tronqué ABCDEF 1» 
pyi'amide triangulaire FABC : cette pyramide a pour 
base ABC et pour sommet le point F. 

Après avoir retranché cette pyramide , il restera la 
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%yramide quadrangulaire FACDE, dont F est le som-^ 
«aet et ACDE la base. Par les trois points F, E, C, 
menez encore un plan FEG, qui divisera la pyra- 
mide quadrangulaire en deux pyramides triangulaires 
FACE, FCDË. 

La pyramide F AEG, qui a pour base le triangle 
AEG et pour sommet le point F , est équivalente à une 
pyramide EABC, qui aurait pour base AEG et pour 
flommet le point B. Gar ces deux pyramides ont méfne 
base; elles ont aussi même hauteur, puisque la ligne 
BF, étant parallèle à chacune des lignes AE, GD, est 
parallèle à leur plan ACE ; donc la pyramide FAEC 
est équivalente à la pyramide EABG, laquelle peut 
être considérée comme ayant pour base ABG et pour 
sommet le point 1^. 

La troisième pyramide F G DE, peut être changée 
d'abord en AFGD; car ces deux pyramides ont la 
mékne base FGD; elles ont aussi k même hauteur, 
puisque AE est parallèle au plan FGD j donc la pyra- 
mide FCDE est équivalente à AFGD. Ensuite la py- 
ramide AFGD peut être changée en ABGD, car ces 
deux pyramides ont la base commune AGD ; elles ont 
aussi la même hauteur , puisque leurs sommets F et B 
sont situés sur une parallèle au plan de la base. Donc 
la pyramide FGDE , équivalente à AFGD , est aussi 
équivalente à ABGD ; or , celle-ci peut être regardée 
comme ayant pour base ABG et pour sommet le 
point D. 

Donc enfin le prisme tronqué ABGDEF est égal à 
la somme de trois pyramides qui ont pour base com- 
mune ABG, et dont les sommets sont respectivement 
les points D , E , F. 

Corollaire. Si les arêtes AE, BF, GD, sont perpen- 
dieulaires au plan de la base, elles seront en même 
temps les hauteurs des trois pyramides qui composent 
le prisme tronqué; de sorte que la solidité du prisme 
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tronqué , sera exprimée par f ABC X AE + ? ABC X BJ" 
-+- y ABC X CD , quantité qui se réduit à j ABC X (AE+ 
BF + CD). 

PROPOSITION xxni. 

th£or£me. 

Ùeux pyramides triangulaires semblables ont 
les faces homologues semblables , et les angles 
solides homologues égaux. . 
Cg. ao3. Suivant la définition , les deux pyramides triangOf 
laires S ABC, TDEF, sont semblables, si les deux tri« 
angles SAB, ABC, sont semblables aux detix TDE, 
BEF, et semblablement placés, c est-à-dire, si Ton a 
rangle ABS=DET, BAS=EDT, ABC=DEF, BAC 
=:EDF, et si en outre rinclinaison des plans SAB^ 
ABC, est égale à. celle des plans TDE, DEF : cda 
posé , je dis que ces pyramides ont toutes les faces 
semblables chacune à chacune, et les angles-solides 
homologues égaux. 

Prenez BG=ED, BH=EF, BI=ET, et joignez 
GH, GI, IH. La pyramide TDEF est égale à la pyra- 
mide IGBH ; car ayant pris les cotés GB, BH, égaux 
aux côtés DE, EF, et l'angle GBH étant, par hypo- 
thèse , égal à Tangle DEF , le triangle GBH est égal 
à DEF ; donc , pour opérer la superposition des deux 
pyramides, on peut d'abord placer la base DEF sur 
son égale GBH ; ensuite , puisque le plan DTE est in- 
cliné sur DEF autant que le plan SAB sur ABC, il est 
clair que le plan DET tombera indéfiniment sur le 
plan ABS. Mais, par hypothèse, Tangle DET = GBI, 
donc ET tombera sur son égale BI ; et puisque les 
quatre |.>oints D, E, F, T, coïncident avec les quatre 
♦ i (i , B, H , I, il s ensuit ^ que la pyramide TDEF coïn- 
cide avec la pyramide IGBH. 



Or, à cause dès triangles égaux DEF, GBH, on a 
angle BGH = EDF-=BAC ; donc GH est parallèle à 
LC. Par une raison semblable GI est parallèle à AS ; 
lonc le plan IGH est parallèle à SAC^ De là il suit *i3. S* 
pie le triangle IGH-, ou son égal TDF, est semblable 
i SAC*, et que le triangle IBH ^ ou^son égal TEF, est ♦ j5^ 
(emblable à SBC; doiic les deux^ pyramides triangu- 
aires semblables SABC, TDEF, ont les quatre faces 
semblables chacune à chacune : de plus elles ont les 
uigles solides homologues égaUx. 

Car on a déjà placé langlé solide E sur Son bomô'» 
lôgue B, et on pourrait faire de même pour deux autres 
angles solides homologues ; mais on voit immédiate- 
snent que deux angles solides homologues sont égaux, 
par exeniple , les angles T et S , parce qu'ils sont for- 
inés par trois angles plans égaux chacun à chacun , 
et semblablemetit placés. 

Donc, deux pyramides triangulaires semblables ont 
les faces homologues semblables et les angles solides 
homologues égaux. 

Corollaire I. Les triangles semblables dans les deux 
))yramides fournissent les proportions AB:DE:: BC:; 
EF :: AC : DF : : AS : DT ! : SB : TE : : se :TF; donc, 
'd€ms les pyramides triangulaires semblables^ les côtés 
homologues sont proportionnels. 

n. Et puisque les angles solides homologues sont 
égaux, il s'ensuit que V inclinaison de deux faces quel" 
Conques d*Une pyramide est égale h Pinclinaison des 
^eux faces homologues de la pyramide semblable^ 

m. Si on coupe la pyramide triangulaire SABC 
p^t un plan GIH parallèle à l'une des faces SAC, la 
pyramide partielle BGIH sera semblable à la pyramide 
entière BASG : car les triangles BGI, BGH, sont sem« 
blables aux triangles BAS, BAC, chacun à chacun, 
et semblablement placés j l'inclinaison de leurs plans 

i3. 
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est la même de part et d autre; donc les deux pyra« 
mides sont semblables. 

fig. ti4. IV. En général, si on coupe une pyramide qud* 
conque SABCDE par un plan abcde parallèle k la 
base y la pyramide partielle Sabcde sera semblable a 
la pyramide entière SABCDE. Car les bases ABCDE, 
abcde ^ sont semblables, et en joignant AC, ae^oà 
vient de prouver que la pyramide triangulaire SAfiC 
est semblable à la pyramide Sabc ; donc le point S est 
déterminé par rapport à la base ABC comme le point 

*cl«f.i8. S Test par rapport à la base abc '*' ; donc les deux py- 
ramides SABCDE, Sabcde^ sont semblables. 

Scholie, Au lieu des cinq données requises par la dé* 
finition pour que deux pyramides triangulaires sûîeBt 
semblables, on pourrait en substituer cinq autres, 
suivant différentes combinaisons , et il en résulterait 
autant de tbéoremes , parmi lesquels on peut distin* 
guer celui-ci : Deux pj-ramides triangulaires sont sem 
blablc-s lorsqu'elles ont les côtés homologues propm» 
t ion fiels, 

fg. so3. Car, si on a les proportions AB:DE :: BC :£F: .AC 
:DF: : AS : bT :: SB : TE :: SC : TF^ ce qui renfenw 
cinq conditions, les triangles ABS , ABC , seront se» 
blablos aux triangles DKT, DEF, et semblablemert 
placés. On aura aussi le triangle SBC semblable i 
TF.F ; donc les trois angles plans qui forment Tangk 
solide B , seront égaux aux angles plans qui forment 
Tangle si^lide M , chacun à chacun ; d où il suit qne 
rinoHnaison des plans SAB , ABC , est ^ale à celle (k 
leurs homologues TDE « DEF , et qu'*ainsi les deia 
pyramides sont stMublables, 

PROPOSITION XXIV. 
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7Vf/.r />(>/) v</nvc scm/^laldes ont les /aces Ao-lf 
moliK^ucs scmNahfes^ et les angles solides hofno\ 
loques égaux. 



Soît ABCDE la base d'un polyèdre ; soient M et N fig. a,^ 
les sommets de deux angles solides , hors de cette base^ 
déterminés par les pyramides triangulaires MA.BC , 
NABG , dont la ba^e commune est ABG ; soient dans 
Fautre polyèdre, aicde la base homologue ou sem- 
blable à ABGDË y nf. et nies sommets homologues à 
J|f et N , déterminés par 1^ pyramides mabc , nabc y 
semblables aux pyramides MABC , NABC ; je dis 
d'abord cpie les distances. MN, mn^ sont proportion- 
nelles aux côtés homologues AB, ab. 

En effet, les pyramides MABC, maèc^ étant sem- 
blables, rinclinaison des jplans MAC^ BAC, est égale 
à celle des plans mac , bac i jtiareillement les pyramides 
NABC, rudfCy étant semblables, Tinclinaison des plans 
NAC , BAC , est égale à celle des plans nac , bac : donc^ 
si on retranche les premières inclinaisons des der- 
nières, il restera Tinclinaison des plans NA€f MAC^ 
égale à eellç des plans nac y màc^ Mais , à cause dé la 
similitude des mêmes pyramides , le triangle MAC est 
semblable à mac , et le triangle NAC est semblable à 
fuic : donc les deux pyramides- triangulaires MNAC ^ 
mnac , ont deux faces semblables chacune à chacune y 
semblablement placées et également inclinées entre 
elles; donc ces pyramides sont semblables'^, et leurs 
côtés homologues donnent la proportion MN : mn :: 
AM : am. D*aÛleurs AM : atn : : AB : ab ; donc MN : mn 
iiARiah. 

Soient P et /? deux autres sommets homologues des 
mêmes polyèdres, et on aura semblablement PN:j9/i 
wA'Riaby PM:pm::AB:ab, Donc MNr/w/i:: PN .77/j 
:: PM :pm. Donc le triangle PNM qui joint trois som^ 
mets quelconques (Tun polyèdre est semblable au tri" 
angle pma qui joint les. trois sommets homologues d^ 
Fautre polyèdre. 

Soient encore Q et ^ deux somniets homologues ,^et 
lie triangle PQN sera semblable à pqn. Je dis de plus 



as. 
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que rinclinaison des plans PQN, PMN, est égale j 
celle des plans pfiiy pmn» 

Car si on joint QM et qm^ on aura toujours le tri: 
fingle QNM semblable a qnniyet par copsëquent Tangle 
Q!NM égal à qnm. Concevez en N un angle i^olide for- 
mé par les trois angles plans QNM, QNP, PNM, et 
en n un angle solide formé par lès trois angles plans 
qnm^ qnp^pnm : puisque ces angles plaps sont égaux 
chacun à chacun , il s*énsuit que les angles solides sont 
égaux. Donc rinclinaison des deux plans PNQ, PNM ^ 
est égale à celle de leurs homoXo^es pnq^pnm\ donc^ 
si les deux triangles PNQj, PNM, ét^ent daiis on 
inême'plan , auquel cas oA^ aurait Tangle QNM=QNP. 
-1-PNM, on aurait aussi l'angle qrun=:qnp'\-pnmy et 
les deux triangles qnp^ pnm^ seraient aussi dans tu^ 
même plan. 

Tout ce qui vient d'être démpntté a lieu, quels 
que soient les angles M, N, P, Q, comparés à leurs 
homologues m^ n^ p^ q. 

Supposons maintenant que a surface de l'un des 
polyèdres soit partagée en tiiangles ABC , ACD , 
MNP, NPQ, etc., on voit que la surface de l'autre 
polyèdre contiendra un pareil nombre de triangles 
abc y acd ^ mnpy npq^ etc., semblables et semblable- 
ment placés ; et si plusieurs triangles , comme MPN^i 
NPQ, etc., appartiennent à une même facç, et sont 
dans un même plan , leurs homologues mpn , npq , etc., 
seront pareillement dans un même plan, ponc toutes 
face polygone dans un polyèdre répondra à une &ce 
polygone semblable dans lautre polyèdre ; donc les 
deux polyèdres seront conipris sous un même nombre 
de plans semblables et semblablement placés. Je dis d€i 
plus que Içs angles solidea honiologues seront égaux. 

Car , si langle solide N , par exemple , est former 
par les angles plans QNP, PNM, MNR,QNJa, lan- 
gle solide homologue n sera formé par les angle^ 
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plans qnp^ prufi^ mnr^ qnr. Or, ces angles plans sont 
égaux chacun à chacun , et Finclinaison de deux plans 
adjacents est égale à celle de leurs homologues \ donc 
les deux angles solides sont égaux , comme pouvant 
être superposés. • 

Donc enfin deux polyèdres semblables ont les faces 
• homolc^es semblables et les anglçs solides homO">> 
logues égaux. 

CorollaÙT. Il suit de la démonstration précédent^ 
que si 9 avec quatre sommets d'un polyèdre, on forme 
une pyrsimide triangulaire , et qu'on en forme une 
seconde avec les quatre sommets homologues d'un 
polyèdre semblable , ces deux pyramides seront sem? 
blables; car elles auront les côtés homologues pro* 
portionnels^ . *ai,scli. 

On voit en même temps que deux diagonales ho* 
inologues^^y par exemple, AN, a/i, sont entre elles **7»î»' 
comme deux côtés homologues AB , ai. 

PROPOSITION XXV, 

THEOREMIS. 

I}€ux polyèdres semblables peuvent se parta^^ 
ger en un même nombre de pyramides triangu* 
iatres semblables chacune à chacune , et sem-f 
hlablement placées. 

Car on a déjà vu que les surfaces de deux polyè- 
dres peuvent se partager en un même nombre do 
triangles semblables chacun a chacun , et semblable- 
xnent placés. Considérez tous les triangles d'un po- 
lyèdre,, excepté ceux qui forment Fs^ngle solide A, 
comme les bases d'autant de pyramides triangulaires, 
dont le sommet est en A; ces pyramides prises en- 
semble composeront le polyèdre : partagez de même- 
Pautre polyèdrç. en pyramides ^ ^lent pour somn)^ 
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commun celui de Vangle a homologue à A; 3 est daîr 
que la pyramide qui joint quatre sommets d'un po- 
lyèdre sera semblable à la pyramide qui joint les qua- 
tre sommets homologues de l'autre polyèdre. Donc 
f deux polyèdres semblables, etc. 

PROPOSITION XXVI. 

THEOREME. 

Deux pyramides semblables sont entre elk$ 
. comme les cubes des côtes homologues. 
ig. 914. ^^^ deux pyramides étant semblables , la plus petite 
pourra être placée dans la plus grande, de manière 
qu'elles aient l'angle solide S commun. Alors les bases 
ABCDE^ ahcde^ seront parallèles; car, puisque lei 
«22^ faces homologues sont semblables*, l'angle Sab est 
égal à SAB , ainsi que ^bc à SBC ; donc le plan aie 
*i3»5. est parallèle au plan ABC^ Cela posé, soit SO la 
perpendiculaire abaissée du sommet S sur le plan 
ABC , et soit o le point où cette perpendiculaire ren- 
contre le plan abc ; on aura , suivant ce qui a été déjà 
♦,5. démontré*, SO:Sc» :: SA:S«:: AB:ai j et par consé- 
quent , 

jSO: jSo :: ABioA, 

Mais les bases ABCDE, abcde^ étant des figures sem* 
blables, on a, 

ABCDE : abcde :: AB : ab. 

Multipliant ces deux proportions terme à terme, il ei 
résultera la proportion , 

ABCDE X j SO : a*cûfe X j S^ :: Âb': ^; 

or, ABCDE XjSO est la solidité de la pyramide 
f x8. SABCDE*, et abcde x\So est celle de la pyramide 
Sabcde ; donc deux pyramides semblables sont entre 
elles comme les cubes de leurs côtés homologues. 
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PROPOSITION XXVII. 



THEOREME. 



Deux polyèdres semblables sont entre eux 
tomme leè cubes des côtés homologues. 

Car deux polyèdres semblables peuvent être par- %• ^^9* 
tagés en un même nombre de pyramides triangulaires 
semblables chacune à chacune*. Or, les deux pyra- * *5- 
mides semblables APNM, apnm^ sont entre elles 
comme les cubes des côtés homologues AM , am , ou 
comme les cubes des côtés homologues AB, ab. Le 
même rapport aura Ueu entre deux autres pyramides 
homologues quelconques; donc la somme de toutes 
les pyramides qui composent un polyèdre, ou le po- 
lyèdre lui-même ) est à l'autre polyèdre, comme le 
cube d'un côté quelconque du premier est au cub« 
du côté homologue du second. 

4 

Scholie général. 

On peut présenter en termes algébriques , c'est-à- 
dire de la manière la plus succincte , la récapitulation 
des principales propositions de ce livre concernant les 
solidités des polyèdres. 

Soit B la base d'un prisme, H sa hauteur; la soli-^ 
dite du prisme sera B x H ou BH. 

Soit B la basé d'une pyramide, H sa hauteur; la 
solidité de la pyramide sera BXjH, ou HXjB,.o» 
îBH. 

Soit H la hauteur d'un tronc de pyramide à bases 
parallèles, soient A et B ses bases; v^AB sera la 
noyenne proportionnelle entre elles , et la solidité dit 
ronc sera f Hx(A-|-B + ï/AB.) 
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Soit B la base d'un tronc de prisme triangulaire, 
H, H'y H'\ les hauteurs de, ses trois sommets supé- 
rieurs, la solidité du prisme tronqué sera jBx (H + 
H' + H"). 

Soient enfin P et/? les solidités de deux polyèdres 
semblables, A et a deux côtés ou deux diagonales 
homologues de ces polyèdres, on aura P :/? :: Â^*a^ 



LIVRE yii 



LA spsere. 



DEFINITIOI73. 



I. Xja sphère ei^t un solide terminé par une surface 
courbe . dont tous les points sont «gaiement distants 
d'un point intérieur -^qu on appelle centre. 

On peut imaginer que la sphère «st produite par çg 229. 
la révolution du demi-cercle D AE autour du diamètre 
DE : car la surface •décrite dans ce mouvement par la 
courbe DAE attr^ tous ses points à égales distances. 
du centre G. 

II. Le rx^on de la sphère est une ligne droite me- 
née du centre à un point de la surface ; le diamètre 
ou axe est une ligne passant par le centre , et termi- 
née de part et d'autre à la surface. 

Tous les rayons de la sphère sont égaux ; tous les 
diamètres sonf égaux et doubles du rayon. 

III. Il sera démontré * que toute section de la * p. t. 
iphere , faite par un plan , est un cercle i cela posé , 

on appelle grand cercle la section qui pasçe par le 
centre ,, petit cercle celle qui n'y passe pas. 

IV. Un plan est tangent à la sphère lorsqu'il na 
qu'un, point commun avec sa surface. 

V. Le pôle iTun cercle de la sphère est un point 
de la surface également éloigné de tous les points de 

la circonférence de ce cercle. On fera voir* que tout * pr. 6.^ 
cercle, grand ou petit, a toujours deux pôles. 

VI. Triangle sphérique est une partie de la surface 
^q la sphère comprise par trois arcs de grands cercles. 
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Ces arcs, qui s'appeUent les eêiét du trianglef «ni 
toujours supposés plus, petits que. la demiKÎrooBK- 
rence. Les angles i](ue leurs pîaiis fotat centre eux sont 
les angles du triangle. 

VU. Un triangle sphérique prend lé nom de ray 
tangle^ isoscele^ équitatinU^ dans les mêmes cas qa'im 
triangle* rectiligne. 

VIII. Polygone ^hériqm est une partie de la snr^ 
face de la sphère terminée par plusieurs arcs de grandi 
cercles. 

IX. Fuseau esl la partie de la an>fiiœ.dfr4jiifiqpbm 
comprise entre deux demt<*gmndB «evdea «jui ^m ttt* 
minent à un diamètre commun. -"^ '^* i^ .. 

X. rappelleraTcoÂnou^/igto^pAÀT^^IaMiliedi 
solide dé la sphère comprise entre les nAnfei demi- 
grandsr cercles , et à laquelle le fiueait eert de^base» 

XL Pyramide qibérique est la;partîe !da aolida iê 
la sphère comprise entre les plans d'un . angle 'sriidb 
dont le sommet est au centre. La b€ueéà\t pjîiiAfds 
est le polygone sphérique intercepté par les oiÊaitf 
plans. -y ..:• I 

XII. On appelle zone la partie de la surface de h 
sphère comprise entre deuX' plans parallèles qui ea 
sont les bases. L'un de ces plans peut être tangent à h 
sphère , alors la zone n a qu'une base. 

XIII. Segment sphérique est la portion du solids 
de la sphère comprise entre deux plans paralldes qui 
f n sont les bases. 

L'un de ces plans peut être tangent à la sphère, 
alors le segment sphérique n'a qu'une base. 
' ~ XIV. La hauteur fVune zone ou éCun segment est 
la distance des deux plans parallèles qui scmt les 
bases de la zone ou du segment* 
%. 220. XY. Tandis que le demi-cercle DÂE tournant au- 
tour du diamètre D£ décrit h sphère^ tout stcUiif 
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dTculaire, comm^ DGF ou FCH, décrit un solid« 
qii^on appelle secteur sphérique. 

PROPOSITION PREMIERE. 

« ... 

THiORSUB. 

# 

Toute section de la sphère j faite par unplariy 
est un cercle. 

Soit AMB la section faite par un plan dans la sphère H- ^^i- 
dont le centre est G. Du point C menez la perpendi- 
cnilaire GO sur le plan ÂMB , et différentes lignes GM, 
CM , à différents points de la courbe ÂMB qui termine 
la section. 

Les obliques GM, GM, GB, sont égales, puisqu'elles 
sont des rayons de la sphère , elles sont donc égale- 
ment éloignées de la perpiendiculaire GO * ; donc toutes * 5, S. 
les lignes OM, OM, OB, sont égales; donc la section 
AMB est un cercle dont le point O est le centre. 

Corollaire I. Si la section passe par le centre de la 
sphère, son rayon sera le rayon de la sphère; dons 
tous les grands cercles sont égaux entre eux. 

II. Deux grands cercles se coupent toujours en deux 
parties égales; car leur intersection commune, pas- 
sant par le centre, est un diamètre. 

III. Tout grand cercle diyise la sphère et sa surface 
en deux parties égales; car si, après avoir séparé les 
deux hémisphères , on les applique sur la base com- 
mune en tournant leur convexité du même côté , les 
deux surfaces coïncideront l'une avec l'autre , sans 
quoi il y aurait des points plus prèâ du centre les uns 
que les autres. 

IV. Le centre d'un petit cercle et celui de la sphère ^S- *■* 
gont sur une même droite perpendiculaire au plan du 
petit cercle. 

y. Les petits ceixles sont d'autant plu petits qu'ils 
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tons plus éloignés du centre de la sphère; car plus là 
distance CO est grande, plus est petite la corde AB, 
diamètre du petit bercle AMB. 

YI. Par deux points donnés sur la sùr&ce d'une 
sphère , on peut faire passer un arc de grand ceide; 
car les deux points donnés et le centre de la sphère 
sont trois points qui déterminent la position d'un plan. 
Si cependant les deux points donnés étaient aux ex- 
trémités d'un diamètre, alors ces deux points et k 
centre seraient en ligne droite, et il y aurait ime in- 
finité de grands cercles qui pourraient passer par kl 
deux points donn^. 

PROPOSITION IL 

THEOREME. 

fig. 22à. Dans tout triangle sphériqiie AÈC , un côté 
quelconque est plus petit que la somme des deuX 
cuitres. 

Soit O le centre de la sphère , et soient mehés les 
rayons OA , OB , OC. Si on imagine les plans AOB , 
AOG, COB, ces plans fotmeront au point O un angle 
solide , et les angles AOB , AOC , COB , auront pour 
mesure les côtés AB , AC , BC , du triangle sphérique 
ABC. Or , chacun des trois angles pland qui composent 
l'angle solide est moindre que la somme des deux 
♦21,5. autres*; donc un cQté quelconque du triangle ABC 
est moindre que la somme des deux autres. 

PROPOSITION III, 

THEORE ME. 

Le plus court chemin d'un point à un autre y 
sur la surface de la sphère ^ est Varc de grand 
cercle qui joint les deux points donnés, 
^tr^«3. Soit ANB l'arc de grand cercle qui joint les points 
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L et B , et soit hors de cet arc , s'il est possible , M un 
loint de la ligne la plus courte entre A et B. Par le 
K>int M menez les arcs de grands cercles MA, MB, 
ît prenez BN=MB. 

Suivant le théorème précédent Tare ANB est plus 
court que AM + MB; retranchant de part et d'autre 
BN=:±BM, il restera AN<AM. Or, la distance de B 
en M, soit qu'elle se confonde .avec l'arc BM, ou 
qu'elle soit toute autre ligne , est égale à la distance de 
B et N ; car eh faisant tourner le plan du grand ceTc]fi 
BM autour du diamètre qui passe par B , on peut ame- 
ner le point M sur le point N , et alors la ligne la plus 
courte de M en B, quelle quelle soit, se confondra 
avec celle de N en B ; donc les deux chemins de A en 
S, l'un en passant par M, l'autre en passant par N, 
ont une partie égale de M en B et de N en B. Le pre- 
mier chemin est, par hypothèse, le plus court; donc 
la distance de A en M est plus coiurte quje la distance 
de A en N , ce qui serait absurde , puisque l'arc AM 
est plus grand que AN ; donc aucun point de la ligne 
la plus courte entre A et B ne peut être hors de Tare 
AKB ; donq cet arc est lui-même la ligne ^ plus courte 
entre ses extrémités. 



PROPOSITION IV. 



THEOREME. 



La somme des trois côtés d'un triangle sphé- 
^ique est moindre que la circonférence d'un 
grand cercle. 

Soit ABC un triangle sphérique quelconque ; pro- fig. %^i^ 
longez les côtés AB , AC , jusqu'à ce qu'ils se rencon* 
fcrent de nouveau en D. Les arcs ABD, ACD, seront 
des demi-circonférences , puisque deux grands cercles 
Se coupent toujours en deux parties égales*; mais dans * r. 
le triangle BCD on a le côté BC < BD + CD^ ; ajoutant ' %* 



2to6 6IÉOMBTRIS. 1 

de part et d^autre AB + AC, on aura AB + AC+U{f 
< Ai3D + ACD , c'est-à-dire , plus petit qu^une citoOM^ 
férence. IT 

PROPOSITION V. L 

theoreme. 1'^ 

Ie 

La somme des côtés de tout polj^one sphèrlL 
rique est .moindre que la circonférence imv 
grand cercle. w\ 

ll|. aa5. Soit, par exemple, le pentagone AJ3CDE : protoo-p 
gez les côtés AB, DG, jusqu'à leur rencontre en F; h: 
puisque BC est plus petit que BF + CF , le contour do 1 \ 
pentagone ABCDE est plus petit que celui du quadii'P 
ïatero AEDF. Prolongez de nouveau les côtés AE,fc 
FD, jusqu'à leur rencontre en G, on aura ËD<E6li( 
+ GD ; donc le contour du quadrilatère AEDF est |t 
plus petit que celui du triangle AFG ; celui-ci est {do H 
petit que la . circonférence d'un grand cercle ;^ donc R 
a fortiori le contour du polygone ABCDE est moindif |h 
que cette même circonférence. t 

Scholie. Cette proposition est au fond la même que 1 
la xxii*^ du livre v; car, si O est le centre de la spherej 1 
on peut imaginer au point O un angle solide fonné | 
par les angles plans AOB, BOC, COD, etc., et k 
sonuue de ces angles doit être plus petite que quatre 
angles dix>its ^ ce qui ne diffère pas de la proposition 
présente. La démonstration que nous Tenons de don- 
ner est difféivnte de celle du livre v ; l'une et l'autre 
5up(H>sont que le polvgone ABCDE est conrexe, ou 
quuuouu i^^té prv^longe ne coupe la figure. 

PROPOSITION VI. 



« 
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€« jio^ .nV o?: r.v«c* U d;a**:ctrc DE perpendiculaire 
uu pian di: ^nznd ce 'x*tef AMB , les extrémités 
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«t'E de ce diamètre seront les pôles du cercle 
MB , et de tous les petits cercles , comme FNG , 
li lui sont patalleles. 

Car DG, étaht perpendiculaire au plan AMfi, est 
îrpendicukifé à toutes les droites CA, CM, CB, etc., 
enées par son pied dans ce plan ; donc tous les arcs 
A, DM, DB, etc. , spnt des quarté de circonférence : 
en est dé nlêmé d^ arcs ËA, ËM, SB, "etc. ; dèhc 
} points D et E sont chacun également éloignés dé 
us les points dé la circônféi*ènce AMB ; doiic ils sont 
i pôles de cette circonférence *. * àé(. 5i 

En second lieu , le rayon DC , perpendiculaire au 
ah AMB f est pérpendièulairé à son parallèle FNG ; 
>né il passé par lé centre O du cercle FNG * ; donc * »• 
on tire les obliques DF , DN , DG , ces obliques s'é- 
rteront égalemetit dé la perpendiculaire DO et seront 
aies. Mais le^ cotdes étant égales, les arcs sont 
aux ; doiic tôué les arcs DF, DN, DG , etc., sont égaux 
tré eiit ; donc lé point D est lé pôle du petit cercle 
f G j et par la même raison le point E e^t l'autre pôle. 

Corollaire I. Tout arc DM mené d'un point dé lare 
grand cercle AMB à son pôle est un quart de cir- 
nférence, que nous appellerons pour abréger un 
adrdnsy ou un quadrant, et ce quadrant fait en 
•me temps un atigle droit avec l'arc AM. Car la ligne 
] étant perpendiculaire au plan AMC, tout plan 
IC qui passe par la ligne DG est perpendiculaire ait 
in AMC * ; donc langle de ces plans, ou suivant Ja * 18, 6.. 
f. Ti , l'angle AMD , est un angle droit. 

[I. Pour trouver le pôle d'un arc donné AM, menez 
c indéfini MD perpendiculaire à AM , prenez MD 
1 à un quadrant, et le point D sera un des pôles 
Tare MD ; ou bien menez aux deux points A et M 
arcs AD et MD perpendiculaires à AM , le peint de 
cours D de ces deux arc» sera le pôle demandé. 
^/iz, édé 14 
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III. Réciproquement ,, si la distance du point D à 
chacun des points A et M est égale à un quadrant, je 
dis que le point D sera le pôle de lare AM, et qu'en 
même temps les angles DAM, AMD^ seront droits. 

Car soit G le centre de la sphère, et soient menés les |r« 
rayons CA, CD, CM: puisque les angles ACD, MGD, 
sont droits, la ligne CD est perpendiculaire aux deux 
droites CA, CM ; donc elle est perpendiculaire à le® 
plan ; donc le point D est le pôle de l'arc AM j et pu 
suite les angles DAM , AMD , sont droits. 

Scholie, Les propriétés des pôles permettent de tnn 
cer sur la surface de la sphère des arcs de cercle avec 
la même facilité que sur une surface plane. On voit, 
par exemple , qu*en faisant tourner l'arc DF ou toott 
autre ligne de même intervalle autour du point D, L 
l'extrémité F décrira le petit cercle FNG; et si on fidt 
tourner le quadrant DF A autour du point D , l'ei* 
trémité A décrira l'arc de grand cercle AM. 

S'il faut prolonger Tare AM, ou si on ne donne qm 
les points A et M par lesquels cet arc doit passer, on 
déterminera d'abord le pôle D par l'intersection de 
deux arcs décrits des points A et M comme centres 
avec un intervalle égal au quadrant. Le pôle D étant 
trouvé, on décrira du point D, comme centre et avec 
le même intervalle , l'arc AÎM et son prolongement. 

Enfin , s'il faut du point donné P abaisser un arc 
perpendiculaire sur lare donné AM, on prolongera 
celui-ci en S jusqu'à ce que l'intervalle PS soit égal à 
un quadrant ; ensuite du pôle S et du même intervalle 
on décrira Tare PM, qui sera l'arc perpendiculaire de- 
mandé. 
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Proposition vil 



THEOREME. 



itplan perpendiculaire à V extrémité d'un 

est tangent a là sphère. 

FAG un plan perpendiculaire ^ iextrémité du fig. ^164 
OA ; si on prend un point quelconque M sur 
1 , et qu'on joigne OM et AM , l'angle OAM sera 
et ainsi la distance OM sera plus grande que 
e point M est donc hors de la sphère ; et, comme 
;st de même de tout autre point du plan FAG ^ 
suit que ce plan n a que le seul point A com- 
ivec la surface de la sphère ; donc il est tangent 
î surface. * * déf. 44 

oiie» On peut prouver de même que deux sphères 
qu'un point commun, et sont par conséquent 
ites Tune à Vautre , lorsque la distance de leurs* 
)& est égale à la somme ou à la différence de 
rayons : alors les centres et le point de contact 
m ligne droite. 

PROPOSITION Vill, 
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THEOREME. 



zngle BAC que font entre eux deuoc arcs de ^g^a©» 
ds cercles AB ^ AC , est égal à V angle FAG ; - 
é par les tangentes de ces arcs au point A : 
lussi pour mesure Varc DE , décrit du point 
lime pôle entre les côtés AB, KO ^ prolongés 
st nécessaire. 

? la tangente AF, menée dans le plan de Tare 
est perpendiculaire au rayon AO ; la tangente 
menée dans le plan de l'arc AC , est perpendi- 
*e au même rayoti AO. Donc Fangle FAG est 

i4* 



* t7t S. égal à langle des plans OÂB, OAC*, qui est celui dei 
arcs AB , AG , et qui se désigne par BÀC. 

Pareillement, si l'arc AD est égal à un quadrant, 
ainsi que AE, les lignes OD, 0£, serDnt perpendico" 
laires à AO, et l'angle DOE sera encore égal a lan^ 
des plans AOD, AOE ; donc Tare DE est la mesure de 
l'angle de ces plans, ou la mesure de l'angle CAB/ 

Corollaire. Les angles des triangles sphériques peu- 
vent se comparer entre eux par les arcs de grands oo^ 
clés décrits de leurs sommets comme pôles et comprit 
entre leurs côtés : ainsi il est facile de fiedre Un aoglé 
égal à un angle donné. 
Us- %19. Scholie. Les angles opposés au sommet , tels qM 
ACO et BGN sont égaux ; car Tun ou l'autre est tou' 
jours l'angle formé par les deux plans AGE , OGN. 

On Toît aussi que dans la rencontre de deux arcs 
AGB, OGN, les deux angles adjacents ACO, 0GB, 
pris ensemble, valent toujours deux angles droits. 

PROPOSITION IX. 
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THEORBMB. 



,1^. »»7. Étant donné le triangle ABC , si des points 
A, B, C, comme pôles j on décrit les arcs EF, 
FD , DE ; qui forment le triangle DEF ; récipro- 
quement les trois points D , E , F , seront les 
pôles des côtés BC , AC , AB. 

Car le point A étant le pôle de l'arc EF , la distance 
AE est un quadrant ; le point G étant le pôle de l'arc 
DE, la distance CE est pareillement un quadrant; 
donc le point E est éloigné d'un quadrant de chacun 
* ^» des points A et C ; donc il est le pôle de Tare AC*« 
On démontrera de même que D est le pôle de Tare 
BC , et F celui de lare AB. 

Corollaire. Donc le triangle ABC peut être décrit 
par le moyen de DEF , comme DEF par le moyen di 
ABC. 
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PROPOSITION X- • 

THÉORÈME. 

Les mêmes choses étant posées que dans le 
théorème précédent^ chaque angle de Vun des 
triangles ABC, DEF, aura pour mesure la demi- £§.227. 
circonférence moins le côté opposé dans l'autre 
triangle. 

Soient' prolongés, s'il est nécessaire, les côtés ÂB, 
AC, jusqu'à la rencontre de EF en G et H ; puisque 
le point A est le pôle de Tare GH , langle Â aura pour 
'niesure Tare G H. Mais l'arc EH est un quadrant 
ainsi que GF, puisque E est le pôle de ÂH, et F le 
pôle de AG; donc EH + GF vaut une demi-drcon- 
jférence. Or EH + GF est la même chose que EF + 
6H ; donc Tare GH qui mesure l'angle Â est égal à 
une demi-circonférence moins le côté EF ; de même 
langle B aura pour mesure 7 cire. — DF , et Tangle G , 
i cire. — DE. 

Cette propriété doit être réciproque entre les deux 
triangles, puisqu'ils se décrivent de la même manière 
l'un par le moyen de l'autre. Ainsi on trouvera que 
les angles D, E, F, du triangle DEF, ont pour me- 
sures respectivement ~ cire. — BC , ~ cire. — AC, { cire» 
— AB. En effet l'angle D, par exemple, a pour me- 
sure l'arc MI ; or MI + BC = MC 4- BI = ^ cire. : 
donc l'arc MI , mesure de l'angle D , = ^ cire. — ^ BC , 
et ainsi des autres. 

Sckolie. Il faut remarquer qu'outre le triangle DEF fig. aaS. 
on en pourrait former trois autres par l'intersection 
des trois arcs DE, EF, DF. Mais la proposition ac- 
tuelle n*a lieu que pour le triangle central, qui est. 
distingué des trois autres en ce que les deux angles A 
et D sont situés d'un même côté de BC, les deux B £g. 227. 
tl E d'un même côté de AC, et les deux C et F d'un 
même côté de AB, \ 



i 



Sl4 «ÉOMISTEI%. 

Ql^ donne diffërents noms aux deyx triangles ABC, 
DEF j nous les appellerons triangles polaires. 

PROPOSITION XI, 



LEMME. 






H' *^9- JStant donné le triangle ABC , si du pôle A rf 
de V intervalle AC 0/2 décrit l'arc de petit cerck 
DEC ; si du pôle B et de l'intervalle BQ on décrit 
pareillement l'arc DFG, et que du point \^ ^ oh 
ics arcs DKC, DFC, se couperont j or^ mené h 
arcs de grands cercles AD , DB ; je dis que k 
triangle ADB ainsi formé aura ses parties égales 
à celles du triangle ACB. 

Car par construction le côté AD=AC, DB=BC, 
AR osi commun ; donc ces deux triangles ont Iesc6tà 
égaux chacun à chacun. Je dis maintenant que les 
aUiîlos opposés aux cotés égaux sont égaux. 

l\n otïet , si le centre de la sphère est supposé a 
O , on ^xnit concevoir un angle solide formé au point 
O par les trois angles plans AOB , AOC , BOC ; on 
pont conoovoir de même un second angle sohde formé 
j>ar les tn>:> angles plans AOB, AOD, BOD. Et puis- 
que les Ov'îv'S iiu triangle ABC sont égaux à ceux du 
triangle A DP», il s'eiisuit que les angles plans qui 
former î 11 r. vîo vv> a::i:K-> >oli-:e> sont é^ux aux angles 
plans qui lonnonî Tautrc ani:îe solide , chacun à 
** *^ chacun : mai> ;.îa!îs iv cas il a t-té démontré* quête 
plans ^îar.s K^uels sont les angles égaux sont égale- 
mer.; inoiir.os cntiv ci;\ : donc les angles du tTiaii£[l6 
sphevlv^uc P \n Sv nî t^iiix à ceux du triangle CAB, 
saxoir OAlv- TAC. PrA = .AFC, et ADB=ACB; 
d.^:^o U^ .v:c"s «: :-.s ar^îes du triangle ADB sont égaux 
av*\ k\ :<> t: a;:\ a*':;'v~> vî:; irlir^Ie ACB. 

i :.* .■ l c^,i..:v /.c* kVS irLàr^-cs n*est cependant 
jvjln uv.c <\^al.:c iixîv *.;:e ou iù^ superpcâûca . car il 
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serait impossible de les appliquer l'un sur lautre 
exactement, à moins qu'ils ne fussent isosceles. L'éga- 
lité dont il s'agit est ce que nous avons déjà appelé 
"une égalité par sjmmétrle^ et par cette raison nous 

appellerons les triangles ACB/ADB, triangles sjm' 

métriques. 

PROPOSITION XIL 

THEOREME. 

Deux triangles situés sur la même sphère ^ ou 
sur des sphères égales , sont égaux dans toutes 
leurs parties y lorsqu'ils ont un angle égal corn- 
pris entre côtés égaux chacun à chacun. 

Soit le côté AB=EF, le côté AC=EG, et l'angle fig.aSo. 
BAC=FEG, le triangle EFG pourra être placé sur 
le triangle ABC ou sur son symmétrique ABD , de la 
même manière qu'on superpose deux triangles l'fecti- 
lignes qui ont un angle égal compris entre côtés 
égaux. Donc toutes les parties du triangle EFG seront 
égales à celles du triangle ABC, c'est-à-dire qu'outre 
les trois parties qui sont supposées égales , on aura le 
côté BCzzrFG, l'angle ABC =EFG, et l'angle ACB 
=EGF. 

PROPOSITION XIII, 



THEOREME. 



Deux triangles situés sur la même sphère , ou 
sur des sphères égales^ sont égaux dans toutes 
leurs parties y lorsqu'ils ont un côté égal adja- 
cent à deux angles égaux chacun à chacun. 

Car l'un de ces triangles peut être placé sur l'autre 
ou sur son symmétrique, comme on le fait dans le 
cas pareil des triangles rectilignes. Voyez prop. VU y 
Uv.L 



PROPQSITIQiV Î^IV. 

Si deux triangles situés sur la même sphère^ 
ou sur des sphères égales y sont équilatéram 
entre eux, ils seront aussi équiangfes , et les angles 
égaux seront opposés aux côtés égauçp. 
(tç a2Q. Cela est manifeste par la proposition xx , jovl l oh a 
vu quavec trois côtes donnés Afi, ÂG, BC, on ne 
peut faire que deu:^ triangles AÇB^ ÂBD, difSérentt 
quant à la positipn des parties^ mi^i^ égaux quant à 
la grandeur de ces mêmes parties, Dpnc deu^ triangles 
équilatér^ux entre eux sont ou s^bsoltmoent égaux, ou 
au inoins égaux par symmétrie ; dans Tun et Tautre 
^^s ils sont équiangles , et les angles ^gaux Sîpnt oppo^ 
ses aux côtés égaux» 

PROPOSITION XV, 

THEOREME. 

Dans tout triangle spkérique isoscele les angles 
opposés aux côtés égaux sont égaux ; et récipro 
quement^ si deux angles d'un triangle sphériqu^ 
sont égaux , le triangle sei^a isoscele. 
fig. 23i. jo Sq-^ jg ^ûj^ AB= AG ; je dis qu'on aura l'angle 
C=B : car si du sommet A au point D, milieu de la 
hase, on mené l'arc AD, les deux triangles ABD, 
ADC, auront les trois côtés égaux chacun à chacun; 
savoir, AD commun ^ BD= DC, et AB=AC : donc, 
par le théorème précédent, ces triangles auront Içs 
angles égaux^ et on aura B=:C. 

2^ Soit l'angle B=C ; je dis qu'on aura AC=AB: 
car si le côté A^ n*est pas égal à AC, soit AB le pks 



■ j-ti 



ad des deux, prenez BO = AC, et joignez OC. 
deux côtés BO, BC, sont égaux aux deux AC, BC ; 
gle compris par les premiers OBC est égal à langle 
ipris par les seconds ACB. Donc les deux triangles 
G, ACB, ont les autres parties égales *, et on a *î«- 
igle OCBrsABC : mais langle ABC, par hypothèse, 
iCB; jdpnc on aurait OCBrzrACB, ce qui est im-r 
sible ; donp on ne peut supposer AB différent de 
; donc les côtés AB, AC, opposés aux angles cgaiii; 
t C, sont égaux. 

fcholîe, La même démonstration prouve que l'angle 
D=DAC , et que langle BDA=ADC. Donc ces / 
x derniers sont droits ; donc l'arc mené du sont" 
' (Pun triangle sphérique isoscele au milieu de sa base 
perpendiculaire a cette base ^ et divise V angle di^ 
'met en deux parties égales, 

PROPOSITION XVI. 



THEOREME. 



Dans un triangle sphérique ABC, si V angle A fis^^^x 
plus grand que V angle B , le côté BG opposé 
'angle A sera plus grand que le côté AC op- 
se à V angle B ; réciproquement^ si le côté BC 
plus grand que CA , V angle A sera plus grand 
? r angle P. 

o Soit l'angle A>B, faites Tangle BAD=B, vous 
e? AD=DB * : mais AD + DC est plus grand que * i^- 
; à 1^ place de AD mettant DB , on aura PB -f- I)G 
BC>AC, 

° Si on suppose BC > AC , je dis que l'angle BAC 
plus grand que ABC : car, si BAC était égalù 
Z , on aurait BG=: AC ; et si on avait BAC < ABC ^ 
ensuivrait , par ce qui vient d'être démontré, qu'on 
C<AC; ce qui est contre la supposition. Donc 
3rle BAC est plus rrand que ABC. 



-^..V ^^a■-i-^:.l- --.^ 



2ll8 GÉOMÉTaiB. 

PROPOSITION XVII. 

THEOREME. 

«g. a33. Si les deux côtés AB , AC , du triangle sphi- 
rique ABC sont égaux aux deux côtés DE, DF, 
du triangle DEF tracé sur une sphère égalera 
en même temps F angle A est plus grand que 
V angle "D^je dis que le troisième côté BC du pre- 
mier triangle sera plus grand que le troisième 
EF du second. 

La démonstration est absolument semblable à cdie 
de la prop. x , livre i. 

PROPOSITION XVIIL 

THEOREME. 

Si deux triangles tracés sur la m,ême sphert 
ou sur des sphères égales sont équiangles entre 
eux , ils seront aussi équilatéraux. 

Soient Aet B les deux triangles donnés, P et Q leurs 

triangles polaires. Puisque les angles sont égaux dans 

les triangles A et B, les côtés seront égaux dans les po 

♦lo. laires P etQ*: mais de ce que les triangles P et Q son* 

équilatéraux entre eux, il s'ensuit qu'ils sont aussi 

♦x4. équiangies * ; enfin, de ce que les angles sont égaux 

♦ ,o. dans les triangles P et Q, il s'ensuit * que les côtés sont 

égaux dans leurs polaires A et B. Donc les triangles 

équiangles A et B sont en même temps équilatéraux 

entre eux. 

On peut encore démontrer la même proposition sans 

le secours des triangles polaires de la manière suivante. 

Sj. iZ\^ Soient ABC, DEF, deux triangles équiangles entre 

eux , dQ sorte qu'on ait A=i:D, B = E, C=irF; je dis 

qu'on aura le côté AB=DE, AG=DF, BG=EF. 
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Sur le prolongement des côtés AB, AC, prenez AG 
=zDE, et AH=DF ; joignez GH et prolongez les arcs 
ÎC , GH , jusqu'à ce qu ils se rencontrent en I et K. 

Lies deux côtés AG , AH , sont par construction 
-gaiu^ aux deux DF, DE ; l'angle compris GAH=BAC 
=EIDF; donc* les triangles AGH, DEF, sont égaux •«. 
lans toutes leurs parties, donc langle AGH = DEF 
= ABC , et langle AHG = DFE= ACB. 
- Dans les triangles IBG, KBG, le côté BG est com- 
mun , langle IGB=GBK ; et puisque IGB+ BGK est 
égal à deux droits, ainsi que GBK+IBG, il s'ensuit 
que BGK=IBG. Donc les triangles IBG, GBK, sont 
égaux*, donc 1G=BK, et IB=GK. *»3- 

Pareillement, de ce que l'angle AHG = ACB, on 
conclura que les triangles ICH , HCK, ont un côté égal 
adjacent à deux angles égaux; donc ils sont égaux; 
dbnc IH=CK, et HR = IC. 

Maintenant, si des égales BK, IG, on retranche les 
égales CK, IH, les restes BC, GH, seront égaux. D'ail- 
leurs l'angle BCA=AHG, et l'angle ABC=AGH. 
Donc les triangles ABC , AHG , ont un côté égal ad- 
jacent à deux angles égaux ; donc ils sont égaux : 
^lais le triangle DEF est égal dans toutes ses parties 
au triangle^ AHG ; donc il est égal aussi au triangle 
ABC, et on aura AB=DE, AC = DF, BC=EF,- 
donc , si deux triangles sphériques sont équianglcs 
entre eux, les côtés opposés aux angles égaux seront 
égaux. 

SchoUcf Cette proposition n'a pas lieu dans les 
triangles rectilignes , où de l'égalité des angles on ne 
peut conclure que la proportionnalité des côtés. Mais 
il est aisé de rendre compte de la différence qui se 
trouve à cet égard entre les triangles rectilignes et 
les triangles sphériques. Dans la proposition présente, 
ainsi que dans les prop. xii , xiii , xiv et xvii , où 
il 5*agit de la comparaison des triangles ^ il est di( 
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expressément que ces triangles sont Jtracës sur h 
même sphère ou sur des sphères égales. Or les tics 
semblables sont proportionnels aux rayons ; donCi 
sur des sphères ' égales , deux triangles ne penYent 
être semblables sans être égaux. Il n'est doii€ p» 
surprenant que I égalité d^ angles entraine Fëg^ti 
des côtés. 

II en serait autrement si les triangles étaient traoéi 
sur des sphères inégales; alors les angles étant égaux, 
les triangles seraient semblables , et les o6tés homo- 
logues seraient entre eux comme les rayons des 
sphères. 

PROPOSITION XIX. 

THÉO RBME. 

La somme des angles de tout triangle spht 
rique est moindre que six et plus grande que 
deux angles droits. 

Cai* i^ chaque angle d^un triangle sphérique est 

moindre que deux angles droits (voyez le sckolie ch 

après); donc la somme des trois angles est moindre 

. que six angles droits. 

2? La mesure de chaque angle d'un triangle sphé* 
rique est égale à la demi -circonférence moins le côté 
*io. correspondant du triangle polaire*; donc la somme 
des trois angles a pour mesure trois demi -circonfé- 
rences moins la somme des côtés du triangle polaire. 
Or cette dernière somme est plus petite qu'une cir- 
* 4. conférence * ; donc , en la retranchant de trois demi- 
circonférences, le reste sera plus grand quune demi- 
circonférence , qui est la mesure de deux angles 
droits ; donc 2^ la somme des trois angles d*un triangle 
sphérique est plus grande que deux angles droits. 

Corollaire I. La somme des angles d'un triante 
sphérique nest pas constante comme celle des tri* 
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ttgles rectilignes ; elle varie depuis deux angles droits 
fnsqu'à six, sans pouvoir être égale à lune ni à Tautre 
limite. Ainsi deux angles donnés ne font pas connaître 
le troisienie. 

Copottaire II. Un triangle sphérique peut avoir 
deux ou trois angles droits, deux ou trois angles 
obtus. 

Si le triangle ABC est bi^rectangle , c'est-à-dire fig. ^35. 
sll a deux angles droits B et G, le sommet A sera le 
pôle de b base BC*; et les côtés AB, AG, seront des «6. , 
cpadrants. 

Si en outre Fangle A est droit , le triangle ABG sera 
tri^rectangle , ses angles seront tous droits et ses côtés 
des quadrants* Le triangle tri -rectangle est contenu 
huit fois dans la surface de la sphère ; c'est ce que Ton 
Voit par la fig. a36 , en supposant l'arc MN égal à un 
fuadrant. 

■ Scholîe. Nous avons supposé dans tout ce qui pré» 
Cède, et conformément à la définit, vi, que les trian- 
gles sphériques ont leurs côtés toujours plus petits 
fue la demi -circonférence ; alors il s'ensuit que les 
angles sont toujours plus petits que deux angles droits : 
&ar, si le côté AB est moindre que la demi-circonfé- H•*^^ 
P^nce, ainsi que AG, ces arcs doivent être prolongés 
tous deux pour se rencontrer en D. Or les deux angles 
%BC , GBD, pris ensemble, valent deux angles droits; 
lonc l'angle ABG tout seul est moindre que deux 
angles droits. 

Nous observerons cependant qu'il existe des trian- 
gles sphériques dont certains côtés sont plus grands 
jue la demi - circonférence , et certains angles plus 
jrrands que deux angles droits. Gar, si on prolonge 
e «îôté AG en une circonférence entière AGE , ce qui 
■este^^n retranchant de la demi -sphère le triangle 
kBC, est un nouveau triangle, qu'on peut désigner 
ïussi par ABG, et dont les côtés sont AB, BG, A£DC 
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On Toit donc que le côté AEDG est plus gtànd que 
demi-circonférence AED ; mais- en même temps. Pa 
gle opposé en B surpasse deux angles droits de 
quantité CBD. 

Au reste si on a exclu de la définition les trianj^'j 
dont les côtés et les angles sont si grands , c'est qos 
leur résolution ou la détermination de leurs partiel 
se réduit toujours à celle des triangles renfennés àoi.^ 
la définition. En effet on voit aisément que si oti 
connaît les angles et les côtés du triangle ABC,-ati 
' connaîtra immédiatement les angles et les côtés di 
triangle de même nom qui est le reste delademi-spbaft 

PROPOSITION XX* 
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i%. a35. Le fuseau AMBN A est à la surface de la spheri 1 j 
comme l'angle M AN de ce fuseau est à quatre 
angles droits, ou comme Varc MN qui mes^\^ 
cet angle est à la circonférence. 

Supposons d'abord que Tare MN soit à la circoïk- 
fétence MNPQ dans un rapport rationnel , par exeni- 
ple, comme 5 est à 48. On divisera la circonférence 
MNPQ en 48 parties égales, dont MN contiendra 5; 
joignant ensuite le pôle A et les. points de division 
par autant do quarts de circonférence, on aura 48 tri- 
angles dans la dcmi-sphere AMNPQ, lesquels seront 
tous égaux entre eux, puisqulls auront toutes leurs 
parties égales. La spliere entière contiendra donc 96 
cle ces triangles partiels, et le fuseau AMENA en con- 
tiendra 10 ; donc le fuseau est à la sphère comme 10 
est à 9(), ou comme 5 est à 48, c'est-à-dire comme 
arc MN est: à la circonférence. 

Si l'arc MN n'est pas commensurable avec la cir- 
conférence , on prouvera par le même raisonnement 
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it on a déjà vu beaucoup d'exemples, que le fuseau 

toujours à la sphère comme Tare MN est à la cir« 
iférence. 

Corollaire I. Deux fuseaux sont entre eux comme 
irs angles respectifs. . 
Corollaire II. On a déjà vu que la surface entière 

la sphère est égale à huit triangles tri-rectangles * ; '^^ 
ne, si l'aire d'un de ces triangles est prjbse pour 
mité, la sui:face de la sphère sera représentée par 8, 
da posé , la surface du fuseau dont l'angle est A sera 
primée par 2Â (si toutefois Fangle A est évalué 

prenant l'angle droit pour unité) ; car on a 2A : 8 
A : 4- Il 7 a donc ici deux unités différentes ; Tune 
>ur les angles, c'est l'angle droit ; l'autre pour les 
irfaces, c'est le triangle sphérique tri -rectangle, ou 
(lui dont tous les angles sont droits , et les côtés des 
jarts de circonférence. 

Scholie. L'onglet sphérique compris par les plans 
MB , ANB , est au solide entier de la sphère comme 
mgle A est à quatre angles droits. Car les fuseaux 
ant égaux, les onglets sphériques seront pareille- 
ment égaux : donc deux onglets sphériques sont entre 
IX comme les angles formés par les plans qui les 
>mprennent. 

PROPOSITION XXL 

THEOREME. 

Deux triangles sphériques symmetriques sont 
yaux en surface. 

Soient ABC , DEF deut triangles symmetriques , ^5- ^^7- 
;5t-à-dire deux triangles qui ont les côtés égaux, AB 
= DE, AC=:DF, CB=:EF, et qui cependant ne 
>urraient être superposés ; je dis que la surface AEC 
t égale à la surface DEF. 



a 



224 GEOMÉTRÏk; 

Soit P le pûle du petit cercle qui passerait ps \Jkt^ 

trois points A, B, C (i) ; de ce point soient menés 

-•j6. arcs égaux * PA, PH, PC ^ au point F faites raii|^l$i 

DFQ=AGP, l'arc TQ=CP,^t joignez DQ, EQ. 

Les côtés DF, FQ, sont égaux aux côté» AC,CP| 
Tangle DFQ=ACP } donc les deux triangles DFQi 
"" 12. ACP^ sont égaux dans toutes leurs parties^ ; doDcb 
côté DQ=AP, et l'angle DQFtzrAPC. 

Dans les triangles proposés DF£ , ABC , lés angki 
DFE, ACB, opposés aux côtés égaux DE, AB, ébm 
* n» égaux *, si ort en retranche les angles DFQ^ACPf 
égaux par construction ^ il restera Tangle QFE égalé 
PCB. D^ailleurs les côtés QF, FE, sotit ^ux m 
côtes PC, CB ; donc les deux triangles FQE, CPB, 
sont égaux dans toutes leurs parties ; donc le dé 
QE — PB ^ et l'angle FQE = CPB. 

Si on observe maintenant que les triadgles DFQ) 
ACP, qui ont les côtés égaux chacun à chacmn, soitfcî 
en même temps isosceles , on Verra qu'ils peuvent s'ap tf 
pliquer Fun sur lautre ; car, ayant placé PA sur son 
égal QF, le côté PC tombera sur son égal QD, el 
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ainsi les deux triangles seront confondus en un 
donc ils sont égaux, donc la surface DQF=:iAPC. 
Par une raison semblable la surface FQE = CPB ^ et 
la surface DQE = APB ; donc on a DQF + FQE- 
DQE=APG + CPB— APB; ou DFE == ABC ; donc 
les deux triangles symmétriques ABC, DEF, sont 
égaux eh surface. 

Scholic, Les pôles P et Q pourraient être situés au- 
dedans des triangles ABC , DEF ; alors il fàiitlfait 
ajouter les trois triangles DQF, FQE, DQE, pour 



(i) Le cercle qui passe par les trois points A, B, C^ on qui 
est circonscrit au triangle ABC, ne peut être qu'un petit cercle' 
de la spliere ; car , si c'était un grand cercle , les trois côtés AB^ 
BC , ÂC , seraient sltut«6 dans un même plan , et le triangle ABC 
se réduirait ù un de ses côtés. 



I 



LIVRE VII. 225 

. composer le triangle DEF, et pareillement il fau- 
•ait ajouter les trois triangles APC , CPB, APB, pour 
i composer le triangle ABC; d'ailleurs la dëmonstra- 
m et la conclusion seraient toujours les mêmes. 

PROPOSITION XXII. 

THEOREME. 

Si deux grands cercles AOB , COD , se coupent cg. aSSi 
omme on voudra dans Vhémisphere AOCBD., 
% somme des triangles opposés AOC , BOD , sera 
gale au fuseau dont V angle est BOD. 
.Car, en proloogeant les arcs OB, OD, dans l'autre 
lémisphere jusqu'à leur rencontre en N , OBN sera 
me demi-circonférence , ainsi que AOB \ retranchant 
le part et d'autre OB , on aura BN = AO. Par une 
aison semblable on a DN = CO , et BD = AC ; donc 
es deux triangles AOC , BDN , ont les trois côtés égaux: 
L'ailleurs leur position est telle qu'ils sont symmétri- 
[ues lun de l'autre; donc ils sont égaux en surface * , * ^H 
X la somme des tiûangles AOC , BOD , est équivalente 
LU fuseau OBNDO dont l'angle est BOD. 

Scholie.H est clair aussi que les deux pyramides 
•phériques qui ont pour bases les triangles AOC, 
)0D , prises ensemble , équivalent à Tonglet sphé* 
îque dont l'augle est BOD. 

PROPOSITION XXIII. 

THEOREME. 

La surface d'un triangle sphérique quelconque 
t pour mesure l'excès de la soinnie de ses trois 
Migles sur deux angles droits. 

Soit ABC le triangle proposé ; prolongez ses côtés %• aSy^ 

Onz. édit. jS 
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jusqu'à ce qu'ils rencontrent le grand cercle DEF6 
mené comme on voudra hors du triangle. En Tertu 
théorème précédent, les deux triangles ADE, AGH|«t 
pris ensemble ^ équivalent au fuseau dont l'angle ert' 

* ao. A, et qui a pour mesure a A* : ainsi on aura AI)E+ 

AGH=:2A^ par une raison semblable BGF + BID 
= 2B , cm + CFE = 2C. Mais la somme de ces ax 
triangles excède la demi-sphere de deux fois le tr^ 
angle ABC, d ailleurs la demi-sphere est représenta 
par 4 ; donc le double du triangle ABC est égal à ai 
+ aB + aC -— 4 j et par conséquent ABC = A + B 
+C — a ; donc tout triangle sphérique a pour mesure 
la somme de ses angles moins deux angles droits. 

Corollaire I. Autant il y aura d^angles droits dans 
cette mesure, autant le triangle proposé contiendit 
de triangles tri-rectangles ou de huitièmes de sphera 

* Ao. qui sont lunité de surface^. Par exemple, si les angles 

sont égaux chacun aux f d'un angle droit, alors la 
trois angles vaudront 4 angles droits, et le triangle 
proposé sera représenté par 4 — 2 ou a ; donc il sera 
égal à deux triangles tri-rectangles ou au quart de h 
surface de la sphère. 

Corollaire II. Le triangle sphérique ABC est équi* 

valent au fuseau dont l'angle, est i j de 

même la pyramide sphériqiie , dont la base est 
ABC , équivaut à longlet sphérique dont l'angle est 

A + B + C 

" — • t. 

a 

•Scholie. En même temps qu on compare le triangle 
sphérique A B C au triangle tri - rectangle , la pyra- 
niide sphérique qui a pour base ABC se compare avec 
la pyramide tri-rectangle , et il en résulte la même 
proportion^ L'angle solide au sommet de la pyramide 
se compare de même aved Tangle isollde au sommet 
de la pyramide tri - rectangle : an eïïet la comparai* 



I ft^^tablit par la coïncidence des parties. Or, si 
bases des pyramides coïncident , il est évident que 
pyramides elles-mêmes coïncideront, ainsi que 
angles solid^ à leur sommet. De là résultent plu- 
urs conséquences. 

z^ Deux pyramides triangulaires sphériques sont 
tre elles comme leurs bases; et, puisqu'une pyra- 
de polygonale peut se partager en plusieurs pyra- 
dlea triangulaires , il s'ensuit que deux pyramides 
lériqœs quelconques sont entre elles comme lé)i 
lygones qui leur servent de bases. 

2»^ Les angles solides au sommet des mêmes pyra» 
ides sont également dans la proportion des bases ; 
me 9 pour compak*er deux angles solides quelcon- 
las 9 U Êiut placer leurs sommets au centre de deux 
iheres égales, et ces angles solides seront entre eux 
imme les polygones sphériques interceptés entre 
lurs plans ou faces. 

L^angle au sbmmet de la pyramide tri-rectangle est 
»rmé par trois plans perpendiculaires entre eux : cet 
Dgle, qu'on peut appeler angle solide droite est très- 
ropre à servir d'unité de mesure aux autres angléi 
dlides. Gela posé , le même nombre qui donne Taire 
'un polygone sphérique donnera la mesure de l'angle 
>lide correspondant. P^r exemple, si Faire du poly- 
one sphérique est | , c'est-à-dire , s'il est les j du 
iangle tri -rectangle, l'angle solide correspondant 
sra aussi les j de Tangle solide droit. 

PROPOSITION XXIV. 

THBOaâKlS. 

Xa surface d'un polygone sphérique a pour 
lesure la somme de ses angles , moins le pro^ 

i5. 
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duit de deux angles droits par le nombre 
côtés du polygone moins deux. 
fig. 240. DW même sommet A soient menées à tooskll 
autres sommets les diagonales AG , AD ; le polygoDll;^ 
ABCDE sera partagé en autant de triangles màA 
deux qu^il a de côtés. Mais la surface de chaque tri- 
angle a pour mesure la somme de ses angles mdii 
deux angles droits , et il est clair que la somme detooi 
les angles des triangles est égale à la somme desandét 
du polygone : donc la surface du polygone est égale à 
la somme de ses angles diminuée d'autant de fois ieà 
angles droits qu'il a de côtés moins deux. 

Scholie, Soit s la somme des angles d'un polygOM 
«phérique , n le nombre de ses côtés ; l'angle drak 
étant supposé l'unité , la surface du polygone ann 
pour mesure s — 2 {n — 2) ou s — a/i+4» 

PROPOSITION XXV. 

THÉORÈME. 

Soit S le nombre des angles solides d'un polyèdre y"^}» 
nombre de ses faces y A. le nombre de ses arêtes ;je dis qu!» 
fiura toujours S rf- H = A-|- 2. 

. Prenez au-dedans du polyèdre un point d'où vous ^leB^ 
rez des lignes droites aux sommets de tous ses angles j îm- 
gînez ensuite que du même point comme centre on décrive 
une surface sphérique qui soit rencontrée par toutes ces 
lignes en autant de points ; joignez ces points par des arcs 
de grands cercles , de manière à former sur la surface deli 
sphère des polygones correspondants et en même nombre 
fig. 240. avec les faces du polyèdre. Soit ABCDE un de ces polygones 
et soit n le nombre de ses côtés ; sa surface sera s — a/i-|-4i 
s étant la somme des angles A , B , C , D , £. Si on éyalue 
semblablement la surface de chacun des autres polygone! 
•»phériques , et qu*on les ajoute toutes ensemble , on encon- 
ïîlura que leur somme, ou la surface de la sphère représentée 
par 8 , est égale à la somme de tous les angles des polygones, 
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ans deux fois le nombre de leurs côtés , plus 4 pns autant 
fois qu'il y a de faces. Or , comme tous les angles qui 
justeut autour d'un même point A valent quatre angles 
>its , la somme de tous les angles des polygones est égale 
î. pris autant de fois qu'il y a d'angles, solides; elle est 
DC égale à 4S. Ensuite le double du nombre des côtés AB , 
Vf CD 9 etc. est égal au quadruple du nombre des arêtes 
==: 4 A , puisque la môme arête sert de côté à deux faces : 
ac on aura 8 = 4S — 4A+4H; ou, en prenant le quart 
dmque membre, a = 8 — -A-f-H; donc S-f-H=:A-f-2. 
tJoroUaire, Il suit de fi que la somine des cingles plans 
l forment les angles solides dun polyèdre est égale à aU' 
U de fois quatre an^es droits qu'il y a d'unités dans S-— a 9 
^nt le nombre des angles solides du polyèdre. 
Car, si on considère une face dont le nombre de côtés 
1 , la somme des angles de cette face sera 2/2*^4 angles 
Mts*. Mais la somme de tous les in , ou le double du nom- * *^ 

3 des côtés de toutes les faces ,=4-^ 9 et 4 pris autant de 
s qu'il y a de faces = 4H ; donc la somme des angles de. 
ites les faces = 4 A — 4H. Or, par le théorème qu'on rient 
démon trer^ onaA — Hi=S — 2, et par conséquent 4 A 
4H =4 (S~~2)- Donc la somme des angles plans , etc. 

PROPOSITION XXVI. 

THEOREME. 

")€ tous les triangles sphériques formés avec deux côtés ^JtS* 
\nés CB , CA , et un troisième à volonté , le plus graujid 
C est celui dans lequel V angle C , compris par les côtés 
nés, est égal à la somme des deux autres angles A et B. 

rolongez les deux côtés AC , AB , jusqu'à leur rencontre 
3 , vous aurez un triangle sphérique BCD , dans lequel 
grie DBC sera aussi égal à la somme des deux autres 
[es BDC , BCD : car BCD + BCA étant égale à deux 
es droits, ainsi que CBA + CBD , on a BCD + BCA = 
L -f- CBD ; ajoutant de part et d'autr-e BDC = BAC-, on 
i BCD + BCA+ BDC = CBA + CBD -f- BAC. Or , par 
^these, BCA=CBA+BAC; donc CBD = BCD +BDC. 



Menez BI qui fasse l'angle CBI=BCD , et par snitelBD 
=r BDC; les deva triangles IBC , IBD , seront isosceles , et M 
aura IC=IB=iID. Donc le point I , milieu de BC , cità 
égale distance des trois points B , C , D : par une raison se» 
blable le point O, milieu de AB» sera égaten&ent distant 
des trois points A ,^ , C. 
fig> 272. Soit maintenant CA' = CA et Tangle BCA' > BCA ; si Tob 
joint A'B 9 et qa*on prolonge les arcs AT , A'B , lasqal 
leur rencontre en D^ Farc IVCA' sera une demi-circcaféran 
ainsi que DCA ; donc puisqu'^on a CA'=CA , on aura ailui 
CD'= CD. Mais dans le triangle CID*» on a CI +10^ >Ciys 
doncID'>CD— CI, ouID'>ID. 

Dans le triangle isoscele CIB divisons Tangle dn soflimetl 
en deux également par Tare EIF qui sera perpendicnlaira 
sur le milieu de BC. Si on prend un point L entre I et £, U 
distance BL , égale à LC , sera moindre que BI ; car on peut 
démontrer, comme dans la prop. ix, Hv. i, qu'on a BL+ 
liC < BI+IC ; donc en prenant les moitiés de part et d'antre» 
on aura BL < BI. Mais dans le triangle IVLC on a DX >]yG 
— CL, et "à plus forte raison DT.>DC — CI, ou DX>DI» 
ou Dli > BI ; donc DX > BL. Donc si on cherche sur Yuc 
£IF un point également distant des trois points B , C , D\ 
ce point ne saurait se trouver que sur le prolongement de 
El vers F. Soit l' le point cherché , en sorte qu*on ait D' I' 
= BI'=: Cr ; les triangles FCB , TCD', l'BD', étant isosccles, I 
on aura les angles égaux I'BC = rCB , rBD'=: l'D'B , roy 
==I'D'C. Mais les angles D'BC+CBA' valent deux angles 
droits , ainsi que D'CB-|-BCA' i donc 

D'BI'-f. l'BC -f- CBA'= a, 
BCr— rCD'+BCA^= 2. 
ajoutant les deux sommes et observant qu^on a I'BC=BQ' 
et D'BF— rCD'=BDT— I'D'C = CD'B=CA'B, on aura 
al' BC + C A'B + CB A' + BC A'=: 4 . 

Donc CA'B + CBA'-f-BCA'— 2 (mesure de l'aire du trian- 
gle A'BC ) zz: a — . al'BC ; de sorte qu'on a aire A'BC == 2 — 
2 angle l'BC ; semblablement dans le triangle ABC , on aa- 
rait aire ABC = 2 — 2 angie IBC. Or , on a démontré que 
l'angle l'BC est plus grand que IBC j donc Faire A*BC est 
plus petite que ABC. 
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; lia même démonstration et la même conclusion auraient fig- 27'^ 
Keu, si, en prenant toujours Tare CA.'=C A, on faisait 
l'angle BGA'<BCA ; donc ABC est le triangle le plus grand 
entre tous ceux qui ont deux côtés donnés et le troisième à 
Tolonté. 

SchoUe I. Le triangle ABC , le plus §^and entre tous ceux £g ^^^^ 
qui ont deux c6tés donnés CA, CB, peut être inscrit dans 
un demi-cercle dont la corde du troisième côté AB sera le 
diamètre ; car O étant le milieu de AB , on a vu que les dis- 
tances OC , OB, sont égales ; donc la circonférence de petit 
oerde décrite du point O comme pôle et de l'intervalle OB 
passera par les trois points A, B , C. Déplus la ligne droite 
BA est nn diamètre de ce petit cercle ; car le centre qui doit 
te tronrer à la fois dans le plan du petit cercle et dans le 
plan de Tare de grand cercle'^ BOA , se trouvera nécessai- pr. i^ 
\ rement dans Tinters^tion de ces deux plans qui est la droite ^^^' ^• 
BA , et ainsi BA sera un diamètre. 

II. Dans le triangle ABC , Fangle C étant égal à la somme 
des deux autres A et B, il s'ensuit que la somme des trois 
angles est double de Tangle C. Mais cette sommé est tou- 
jours plus grande que deux angles droits * \ donc l'angle C * i^ 
est plus grand qu'un droit. 

m. Si Ton prolonge les côtés CB , CA , ju^qu^à leur ren- 
<H>ntre en £, le triangle BAE sera égal au quart de la surface 
de la sphère. Car l'angle E=z=C=:ABC4-CAB; donc les 
^rois angles du triangle BAE équivalent aux quatre ABC , 
ABE, CAB , BAE dont la somme est égale à quatre angles 
droits; donc la surface du triangle xBA£'^= 4 — 2 = 2, 
qui est le quart de la surface de la sphère. ** 

rv. H n'y aurait pas lieu à maximum , si la somme des deux 
côt^s donnés CA , CB , était égale ou plus grande que la 
demi-circonférence d'un grand cercle. Car puisque le trian- 
gle ABC doit être inscrit dans un demi-cercle de la sphère , 
la somme des deux côtés CA , CB , sera moindre que la 
demi-circonférence BCA* , et par conséquent moindre que la *^ 
demi-circonférence d'un grand cercle. 

La raison pourquoi il n'y a pas àe^maximum^ lorsque la 
tomme des deux côtés donnés est plus grande que la demi- 
circonférence d'un grand cercle , c'est qu'alors le triangle 
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augmente de plus en plus ù mesure que l'angle compris par 
les côtés donnés est plus grand ; enfin lorsque cet an^le sert 
égal à deux droits , les trois côtés seront dans un même 
plan , et formeront une circonférence entière ; le triangle 
aphérique deviendra donc égal à la demi- sphère , mais il 
ce&sera ^ors d'être yriangle. 

PROPOSITION XXVII. 

THEOREME. 

De tous les triangles sphériques formés avec un côté dormi 
et un périmètre donné , le plus grand est celui dans lequel 
les deux côtés non détenninés sont égaux, 
fig. 242. Soit AB le côté donné commun aux deux triangles ACB, 
ADB , et soit AC + CB = AD + DB ; je dis que le triangle 
isosccle ACB , dans lequel AC = CB, est plus grand que le 
non-isoscele ADB. 

Car ces triangles ayant la partie commune AOB , il sulfit 
de faire voir que le triangle BOD est plus petit que AOC 
L'angle CBA égal à CAB , est plus grand que OAB ; ainsi 
*2i. le côté AO est plus grand que OB* ; prenez CI =:OB, faites 
OK = OD , et joignez Kl ; le triangle OKI sera égal à DOB*. 
Si on nie maintenant que le triangle DOB ou son égal KOI 
■ soit plus petit que OAC , il faudra qu'il soit égal ou plni 
grand ; dans l'un et l'autre cas , puisque le point I est entre 
les points A et O , il faudra que le point K soit sur OC pro- 
longé , sans quoi le triangle OKI serait contenu dans le 
triangle CAO , et par conséquent plus petit. Cela posé, le 
plus court chemin de C en A étant CA , on a CK +KI+ 
IA>CA.MaisCK=:OD — CO,AIz=:AO— OB,KI=:BDi 
donc OD— CO-I-AO— OB+BD > CA, et en réduisant ÀD 
— CB-f-BD>CA, ou AD-f-BD>AC-f-CB. Or cette iné- 
galité est contraire à Tliypothese AD -f-BD = AC-f-CBi 
donc le ])oint K ne peut tomber sur le prolongement de OC; 
donc il tombe entre O et C , et par conséquent le triangle 
KOI , ou son égal ODB , est plus petit que ACO ; donc le 
triangle isoscele ACB est plus grand que le non-isoscele ADB 
de même base et de même périmètre. 
Sckolie. Ces deux dernières propositions sont analogues 
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Z *ux propositions i et m de l'appendice au liv. iv ; ainsi on 
' peut en tirer , par rapport aux polygones sphériques , les 
conséquences qui ont lieu pour les polygones rectilignes. 
- Voici les principales : 

'■ 1® De tous les polygones sphériques isopénmetres et d'un 
même nombre de côtés , le plus grand est un polygone équi- 
latéraL 

Même démonstration que pour la prop. II de l'appendice 
. au livre IV, 

a° De tous les polygones sphériques formés avec des côtés 
donnés et un dernier à volonté ^ le plus grand est celui qu'on 
i peut inscrire dans un demi-cercle dont la corde du côté non 
déterminé sera le diamètre, 

La démonstration se déduit de la prop. XXVI, comme 
on l'a vu dans la prop. IV de l'appendice cité; il faut pour 
l'existence du maximum , que la somme des côtés donnés 
soit moindre que la demi-circonférence d'un grand cercle. 

V^ Le plus grand des polygones sphériques formés avec 
des côtés donnés y est celui qu'ion peut inscrire dans un cercle 
de la sphère, . 

Même démonstration que pour la prop. VI de l'appendice 
au livre IV. 

4*^ Le plus grand des polygones sphériques qui ont le 
même périmètre et le même nombre de côtés , est celui qui 
a ses an^es égaux et ses côtés égaux, 
' C'est ce qui résulte des corollaires i et 3 qui précèdent. 

Nota, Toutes les propositions de maximum concernant 
les polygones sphériques s'appliquent auX angles solides 
dont ces polygones sont la mesure. 
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APPENDICE AUX LIVRES VI et YÏÏ. 

LES POLYEDRES REGULIERS. 



PROPOSITION PREMIERE. 

THÉORÂKE. 

XL ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers. 

Car on a défini polyèdres réguliers ceux dont toutes les 
faces sont des polygones réguliers égaux , et dont tous les 
angles solides sont égaux entre eux. Ces conditions ne pea- 
Tent avoir lieu que dans un petit nombre de cas. 

i" Si les faces sont des triangles équilatéraux , on péot 
former chaque angle solide du polyèdre avec trois angles 
de ces triangles , ou avec quatse , ou av^c cinq : de là naissent 
trois corps réguliers , qui sont le tétraèdre , Toctaèdre , et | 
ricosaèdre. On n'en peut pas former un plus grand nombre 
avec des triangles équilatéraux » car six angles de ces tri- 
angles valent quatre angles droits, et ne peuvent former 
d'angle solide*. 

a**Sl les faces sont des quarrés , on peut assembler leurs 
angles trois à trois ; et de là résulte Fhexaèdrc ou cube. 

Quatre angles de quarrés valent quatre angles droits , et 
ne peuvent former d'angle solide. 

3" Enfin , si les faces sont des pentagones réguliers , on 
pourra encore assembler leurs angles trois à trois , et il en 
résultera le dodécaèdre régulier. 

On ne peut aller plus loin ; car trois angles d'hexagones 
réguliers valent quatre angles droits , et trois d'heptagones 
encore plus. 

Donc il ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers , 
trois formés avec des triangles équilatéraux , un avec des 
quarrés , et un avec d?s pentagones. 

Scholie, On va prouver dans la proposition suivante qui 
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oei cmq poijidres existent réellement > et qu'on peut en 
déteiminftr toutes les dimensions lorsqu'on connaît une de 
leurs faces. 

PROPOSITION lï. 

PytOBLâlIB. 

Etant donnée l'une des faces d* un polyèdre régulier, ou 
seulement son côté, construire le polyèdre. 

Ce problème en présente cinq qui vont être résolus suc- 
cessiyement. 

Construction du tétraèdre. 

Soit ABC le triangle équilatéral qui doit être une des faces 
du tétraèdre ; au point O , centre de ce triangle, élevez OS *' \ 
perpendiculaire au plan ABC ; terminez cette perpendiculaire 
au point S , de sorte que AS= AB ; joignez SB , SC , et la 
pyramide SABC sera le tétraèdre requis. 

Car, à cause des distances égales OA , OB , OC , les obli- 
ques SA , SB , SC , s'écartent également de la perpendicu- 
laire SO et sont égales. L'une d'elles SA = AB ; donc les 
quatre faces de la pyramide SABC sont des triangles égaux 
au triangle donné ABC. D'ailleurs les angles solides de cette 
pyramide sont égaux entre eux , puisqu'ils sont formés cha- 
cnin avec trois angles plans égaux ; donc celte pyramide est 
un tétraèdre régulier. 

Construction de Vhexaèdre, 

Soit ABCD un quarré donné : sur la base ABCD construi<« 
tez un prisme droit dont la bauteur AE soit égale au c6té ^* ^^** 
AB. n est clair que les faces de ce prisme sont d£s quarrés 
égaux ; et que ses angles solides sont égaux entre eux comme 
étant formés cbacun avec trois angles droits ; donc ce'prisme 
^st un hexaèdre régulier ou cube. 

Construction de Voctaèdre. 

Soit AMB un triangle équilatéral donné : sur le c6té AB - - 
décrivez le quarré ABCD ; au point O , centre de ce quarré, 
élevez sur son plan la perpendiculaire TS , terminée de part 
et d'autre eu T et S , de manière que OT = OS = AO ; 
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joignez ensuiie S A , SB , TA , etc. , vous aurez un solide 
SABCDT , composé de deux pyramides quadrangulaim 
SABCD, TABCD , adossées par leur base commune ABCD; 
ce solide sera Toclaèdre régulier demandé. 

En effet le triangle AOS est rectangle eu O , ainsi que k 
triangle AOD ; les côtés AO , ÔS , OD , sont égaux ; donc 
ces triangles sont égaux, donc AS = AD. On démontrert 
de même que tous les autres triangles rectangles AOT, BOS, 
COT , etc. , sont égaux au triangle AOD ; donc tous les 
côtés AB , AS , AT, etc. sont égaux entre eux , et par con- 
séquent le solide SABCDT est compris sous huit trianglei 
égaux au triangle équilatéral donné ABM. Je dis de plus que 
les angles solides du polyèdre sont égaux entre eux : par 
exemple , Tangle S est égal à Tangle B. 

Car il est visible que le triangle SAC est égal "^u triangle 
DAC , et qu'ainsi l'angle ASC est droit ; donc la figure 
SATC est un quarré égal au quarré ABCD. Mais si on com« 
pare la pyramide BASCT à la pyramide SABCD , la base 
ASCT de la première peut se placer sur la ba^e ABCD de U 
seconde ; alors le point O étant un centre commun , la haa« 
teur OB de la première co.ïncidera avec la hauteur OS de It 
seconde , et les deux pyramides se confondront en une seule; 
donc l'angle solide S est égal à l'angle solide B ; donc le so- 
lide SABCDT est un octaèdre régulier. 

Scholie, Si trois droites égales , AC , BD , ST , sont per- 
pendiculaires entre elles et se coupent dans leur milieu , les 
extrémités de ces droites seront les sommets d'un octaèdre 
régulier. 

Construction du dodécaèdre^ 

fg. 246. Soit ABCDE un pentagone régulier donné ; soient ABP, 
CBP , deux angles plans égaux à l'angle ABC : avec ces angles 
plans formez l'angle solide B , et déterminez par la propo- 
, sition XXIV, livre v, l'inclinaison mutuelle de deux de ces 
plans , inclinaison que j'appelle K. Formez semblablement 
aux points C , D , E , A , des angles solides égaux à l'angle 
solide B , et situés de la même manière : le plan CBP sera le 
même avec le plan BCG , puisqu'ils sont inclinés l'un et 
l'autre de la même quantité K sur le plan ABCD. On peut 
donc dans le plan PBCG décrire le pentagone BGGFP égal 
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tu pentagone ABCDE. Si on fait de même dans chacun des 
antres plans CDI , DEL ^ etc. , on aura une surface convexe 
PFOH , etc. composée de six pentagones réguliers égaux et 
Lnclinés chacun sur son adjacent de la même quantité K. 
Soit pf^ y etc. une seconde surface égale à PFGH , etc. , je 
dis que ces deux surfaces peuvent être réunies de manière à 
ne former qu'une seule surface convexe continue. En effet 
l'ange opf, par exemple , peut se joindre aux deux angles 
OPB , BPF , pour faire un angle solide P égal à l'angle B ; et 
dans cette jonction il ne sera rien changé à l'inclinaison des 
plans BPF , BPO , puisque cette inclinaison est telle qu'il le 
£ant pour la formation de l'angle solide. Mais en même temps 
^[ne l'angle solide P se forme , le côté/7/*s'appliquera sur son 
^gal FF, et an point F se trouveront réunis trois angles 
plans ¥FG^pfe, efg, qui formeront un angle solide égal à 
«^acun des angles déjà formés ; cette jonction se fera sans 
Tien changer ni à l'état de l'angle P , ni à celui de la surface 
^/^ , etc. ; car les plans PFG , e^ , déjà réunis en P , ont 
«ntre eux l'inclinaison convenable K , ainsi que les plans 
^S 9 ^fP* Continuant ainsi de proche en proche, on voit 
^ue lies deux surfaces s'ajusteront mutuellement l'une avec 
l'autre, pour ne former qu'une seule surface continue et ren* 
-trante sur dle-^même : cette surface sera celle d'un dodé- 
caèdre régulier , puisqu'elle est composée de douze penta- 
gones réguliers égaux , et que tous ses angles solides sont 
égaux entre eux. 

Construction de Vicosaèdre. 

Soit ABC une de ses faces ; il faut d'abord former un ^g* ^47« 
angle solide avec cinq plans égaux au plan ABC et égale- 
ment inclinés chacun sur son adjacent. Pour cela , sur le 
côté B'C, égal à BC, faites le pentagone régulier B'C'HTD'; 
au centre de ce pentagone élevez sur son plan une perpendi- 
culaire , que vous terminerez en A' de manière que B' A'= 
B'C; joignez A'C, A'H', AT, A'D', et l'angle soUde A', 
formé par les cinq plans B'A'C , C'A'H' , etc. , sera l'angle 
solide requis. Car les obliques A'B' , A'C , etc. sont é|^ales, 
l'une d'elles A'B' est égale au côté B'C, donc tous les 
triangles B'A'C, C'A'H' , etc. sont égaux entre eux et au 
triangle donné ABC. 
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n est visible d'ailleurs que les plans FA'C^ C'A'H', Cto» 
sont également inclinés chacun sur son adjacent ; car les 
angles solides B', C, etc. sont égaux entre eux , pnisqa^îls 
sont formés chacun avec deux angles de triangles éqnîlaté- 
-raux et un de pentagone régulier. Appelons K Findinaison 
des deux plans où sont les angles égaux , inclinaison q[a*oi 
peut déterminer par la proposition xxiv, liv. ▼; l'angle K 
sera en même temps Tinclinaison de chacun des plans qui 
composent l'angle solide A' sur son adjacent. 

Cela posé, si on fait aux points A , B, C , des angles solides 
égaux chacun à Tangle A' , on aura une surface conTeit 
DëFG , etc. composée de dix triangles écpiilatéraux , dont 
chacun sera incliné sur son adjacent de la quantité K; et les 
angles D, £, F, etc. de son contour réuniront altematiTe* 
ment trois et deux angles de triangles équilatéraux. Imagi- 
nez une seconde surface égale à la surface DEFG , etc. ; ces 
deux surfaces pourront s'adapter mutuellement , enjoignant 
chaque angle triple de l'une à un angle double de l'autre ; 
et , comme les plans de ces angles ont déjà entre eux TincU- 
naison K nécessaire pour former un angle solide quintuple 
égal à l'angle A , il ne sera rien changé dans cette jonction à 
rétat de chaque surface en particulier , et les deux ensemble 
formeront une seule surface continue , composée de Tin^ 
triangles équilatéraux. Cette surface sera celle de l'icosaèdre 
régulier, puisque d'ailleurs tous les angles solides sont 
égaux entre eux. 

PROPOSITION III. 

PROBLEME. 

Trouver Vinclinaison de deux faces adjacentes d*un /^ 
fyèdre régulier. 

Cette inclinaison se déduit immédiatement de la construo- 
tion qui vient d'être donnée des cinq polyèdres réguliers; à 
quoi il faut ajouter la proposition xxiv , liy. y, par laquelle 
étant donnés les trois angles plans qui forment un angle 
solide , on détermine l'angle que deux de ces plans font 
entre eux. 
fig. 343, Dans le tétraèdre. Chaque angle solide est formé de trois 
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gles de triangles équilatéraux : il faut donc clierclier par 
problème cité l'angle que deux de ces plans- font entre 
X , cet angle sera l'inclinaison de deux faces adjacentes ' 
tëtraiçdre. 

Dans Vhexetèire. IJBXif^t de deux faces adjacentes est un H- ^44'^ 
gle droit. 

I>€ins roctaédre. Formez un angle solide avec deux an- fig. 24^4 
>s de triangles équilatéraux et un angle droit , Tinclinai- 
n des deux plans où sont les angles des triangles sera 
le de deux faces adjacentes de i'octacdre. 

Dans le dodécaèdre. Chaque angle solide est formé avec fig. 346.. 
3is angles de pentagones réguliers ; ainsi Tinclinaison des 
SUIS de deux de ces angles sera celle de deux faces adja- 
ntes du dodécaèdre. 

IHuis ricosaedre. Formez un angle solide avec deux an- fig- ^ '. > 
es de triangles équilatéraux et un angle de pentagone ré- 
alier , Tindinais^on des deux plans où sont les angles des 
iangles sera celle de deux faces adjacentes de ricosaèdre. 

PROPOSITION IV. 

PaOBLEKB. 

. JEUuti dorme le côté d*un polyèdre régulier, trouver le 
M.jfon de la spheré inscrite et celui de la sphère circons^ 
^e au polyèdre. 

Il faut d'abord démontrer que tout polyèdre régulier peut fig, %(9> 
^are inscrit dans la sphère , et qu'il peut lui être circonscrit. 

Soit AB le côté conunun à deux faces adjacentes , soient 
- et £ les centres de ces deux faces , et CD , £D , les perpendi- 
tilaires abaissées de ces centres sur le côté commun AB , 
^«quelles tomberont au point D, milieu de ce côté. Les deux 
'«rpendiculaires CD , D£ y font entre elles un angle connu , 
;*^ est égal à l'inclinaison de deux faces adjacentes , déter- 
lûiée par le problême précédent. Or si, dans le plan CD£ , 
Perpendiculaire à AB , on mené sur CD et £D les perpendi- 
culaires indéfinies CD et £0 , qui se rencontrent en O , je 
lis que le., point O sera le centre de la sphère insente et 
ielui de la sphère circonscrite ; le rayon de la premier* 
siant OC , et celui de la seconde OA. 
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En effet , puisque les apothèmes CD y DE , sont égales, et 
rhypoténusc DO commune , le triangle rectangle CDO «l 

*i8, 1. égal au triangle rectangle ODE * et la perpendiculaire OC 
est égale à la perj)cndiculaire OE. Mais AB étant perpendi- 
culaire au plan CDE , le plan ABC est perpendiculaire à 

•17, 5. CDE* , ou CDE à ABC ; d'aiUeurs CO , dans le plan CDE, 
est perpendiculaire à CD , intersection commune des plans 

•18, 5. CDE , ABC ; donc CO * est perpendiculaire au plan ABC. 
Par la même raison EO est perpendiculaire an plan ABE; 
donc les deux perpendiculaires CO , EO 9 menées aux plans 
de deux faces adjacentes par les centres de ces faces , se 
rencontrent en un même point O et sont égales. Supposons 
maintenant que ABC et ABE représentent deux autres faca 
adjacentes quelconques , Tapothéme CD restera toujours de f, 
la même grandeur , ainsi que l'angle CDO , moitié de CDE; 1^ 
donc le triangle rectangle CDO et sou côté CO seront égaux t 
pour toutes les faces du polyèdre ; donc , si du point 
comme centre et du rayon OC on décrit une sphère, cette 
spliere touchera toutes les faces du polyèdre dans leon ^ 
centres ( car les plans ABC , ABE , seront perpendicnlains 
à l'extrémité d'un rayon) , et la sphère sera inscrite dansb ;j 
polyèdre , ou le polyèdre circonscrit à la sphère. 

Joignez OA , OB ; à cause de CA = CB , les deux oLliqno 
OA , OB, s'écartant également de la perpendiculaire, seront 
égales ; il en sera de même de deux autres lignes quelcon- 
ques menées du centre O aux extrémités d*un même côté; 
donc toutes ces lignes sont égales entre elles ; donc si da -,, 
point O comme centre et du rayon OA on décrit une sur- 
face splicrique , cette surface passera par les sommets de 
tous les angles solides du polyèdre , et la sphère sera cir- 
conscrite au polyèdre ou le polyèdre inscrit dans la sphère. 
. Cela posé , la solution du problème proposé n'a plus au- 
cune difficulté , ot peut s'effectuer ainsi : 

fig. 249. Etant donné le côté d'une face du polyèdre , décrivei 
cette face, et soit CD son apotliéme. Cherchez par le pro- 
blème précédent rinclinaison de deux faces adjacentes du 
polyèdre, et faites l'angle CDE égal à cette inclinaison, 
prenez DE égale à CD , menez CO et EO perpendiculaires 
à CD et ED j ces deux perpendiculaires se rencontreront 
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^'Cn tm^oint O, «t CO sera le rayon de la sphère inscrite 
-* "^ans le polyèdre. 

' Sur le prcAongement de DC prenez CA égale au rayon 
^ un cercle circonscrit a une face du polyèdre , et OA sera 
^ ' le rayon de la sphère circonscrite à ce même polyèdre. 
^ Car les triangles rectangles CDO, CAO, de la fîg. 249, 
^ sont égaux hux triangles de même nom dans la figure 248 : 
^ ainsi, tandis que CD et CA sont ks Payons des cercles in- 
* «crit et circonscrit à une face du polyèdre , OC et OA sont 
^ les rayons des sphères inscrite et circonscrite au même po- 
^ lyèdre. 

^ SchoUe, On peut tirer des propositions précédentes plu- 
^liears conséquences. 

•f 1** Tout polyèdre régulier peut être partagé en autant de 
- pyramides régulières que le polyèdre a de faces : le sommet 
V commun de ces pyramides sera le centre du polyèdre, qui 

'«st en même temps celui des sphères inscrite et circoliscrite. 
tft^ La solidité d'un polyèdre régulier est égale à sa surface 

'SnnltipUée par le tiers du rayon de la sphère inscrite. 

3® Deux polyèdres réguliers de même nom sont deux so- 

Sides semblables , et leurs dimensions homologues sont pro- 

2H>rtionnelles; donc les rayons des sphères inscrites ou cir-' 

"^^nscrites sont entre eux comme les côtés de ces polyèdres. 
4^ Si on insclrit un polyèdre régulier dans une sphère , 

Ses plans menés du centre le long des différents côtés par- 
'tageront la surface de la sphère en autant de polygones 

9pbérlques égaux et semblables que le polyèdre a de faces. 
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LES TROIS CORPS RONDS/ 



ÛQ. 2J0. 



DEFINITIONS* 

I. O N appelle cylindre le solide produit par la révo» 
lution dun rectangle ABCD, quoii imagine tourner 
autour du côté immobile ÂB< 

Dans ce mouvement les côtés AD, BG, restant 
toujours perpendiculaires à AB, décrivent des plans 
circulaires égaux DHP, CGQ, qu'on appelle to 
bases du cylindre y et le côté CD en décrit la surface 
convexe. 

La ligne immobile AB s^appelle Vaxe du cylindre. 

Toute section KLBI , faite dans le cylindre perpen- 
diculairement à Taxe, est un cercle égal à chacune 
des bases : car pendant que le rectangle ABCD 
tourne autour de AB , la ligne IK , perpendiculaire ï 
AB, décrit un plan circulaire égal à la base, et ce 
plan n'est aufre chose que la section faite perpendi- 
culairement à Taxe an point I. 

Toute section PQGIÏ, faite suivant l'axe, est un 
rectangle double du rectangle générateur ABCD. 
%. 25i. !'• ^^ appelle cône le solide produit par la révo- 
lution du triangle rectangle SAB , qu'on imagine tour- 
ner autour du côté immobile SA. 

Dans ce mouvement le côté AB décrit un plan cir- 
culaire BDCE, qu'on appelle la base du cône^ et lliy- 
poténnse SB en décrit la surface convexe. 

Le point S s'appelle le sommet du cène ^ SA Vax^ 
ou la hauteur y et SB le coté ou Vapotheme. 

Toute section HKFI, faite perpendiculairement à 
l'axe, est un cercle j toute section SDEJ^ faite sui- 
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^rant Vàxe, est tin triangle isoscele <;louble du triangle 
générateur. SAB. . . 

m. Si du cône SCDB on retranche , par une sec- 
"tion parallèle à la base, le cône SFKH, le solide res- 
tant CBHF s'appelle cône tronqae ou tronc de con\g. 

On peut supposer, qu'il est décrit par la révolution 
du trapèze ABHG, dont les angles A et G sont droits^ 
autour du côté AG. La ligne immobile AG s appelle 
l^axe ou la hauteur du tronc , les cercles BDC , ÏÏFK , 
en sont les bases y et BH en est le côté^ 

IV. Deux cylindres ou deux cônes sont semblables 
lorsque leurs axes sont entre eux comme les diamètres 
de leurs bases. 

V. Si, dans le cercle ACt) qui sert de base à un fig. 25a» 
cylindre, on inscrit un polygone ABCDÉ, et que sur 

la base ABCDE on élève Un prisme <îi;oit égal en 
hauteur au cylindre , le priisme est dit inscrit dans te 
cylindre , ou le cylindre circoriscrit au prisme. 

Il est clair que les arêtes AF , BG , CH , etc. du . 
prisme, étant perpendiculaires au plan de. la base, 
3ont comprises dans la surface convexe du cylindre j 
donc le prisme et le cylindre se touchent suivant ces 
arêtes. 

VI. Pareillement , si ABCD est un polygone cîrcons- cg. 253. 
crit à la base dVn cylindre , et que sur la base AJBCD 
on construise un prisme droit égal en hauteur au cy- 
lindre, le prisme est dit circonscrit au cylindre, ou le 
cylindre inscrit dans le prisme. 

Soient M, N, etc. les points de contact des côtés 
AB, BC, etc. et soient élevées par les points M, N, 
etc. les perpendiculaires MX, NY, etc. au plaii de la 
base; il est clair que ces perpendiculaires seront à-la- 
fois dans la surface du cylindre et dans celle du prisme 
'circonscrit ; donc elles seront leurs lignes de contact. 

N. B, Le cylindre , le cône, et la sphère, sont les trois corps ronds 
dont on s'occape dans les éléments. 

16. 
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Lemmes préliminaires sur les surfaces. 

ig. 354. Une surface plane OABCD est plus petite qu 
toute autre sujfaoe PABCD , terminée au même 
contour ABCD. 

Cette proposition est assez évidente pour être nn« 
gëe au nombre des axiomes; car on pourrait suppo* 
ser que le plan est parmi les surfaces ce que la lign^ 
droite est parmi les lignes : la ligne droite est la' ^ 
courte entre deux points donnés, de même le phi 
est la surface la plus petite entre toutes celles qui ool 
un même contour. Cependant comme il convient de 
réduire les axiomes au plus petit nombre possibki 
voici un raisonnement qui ne laissera aucun doutt 
sur cette proposition. 

Une surface étant utie étendue en longueur et et 
largeur, on ne peut concevoir qu'une aurfiice soit 
plus grande qu'une autre, à moins que les dimensioaî 
de la première n'excèdent dans quelques sens cellei 
de la seconde ; et s'il arrive que les dimensions d'une 
surface soient en tous sens plus petites que les dimen- 
sions d'une autre surface, il est évident que lA pre- 
miere surface sera la plus petite déi deux. Or, dàni 
quelque sens qu'on fasse passer le plan BPD , qui cou* 
pera la surface plane suivant BD, et l'autre sur&œ 
suivant BPD ; la ligne droite BD sera toujours plni 
petite que BPD ; donc la surface plane OABCD est 
plus petite que la surface environnante PABCD. 

II. 
fig. 255. Ibute surface convexe OABCD est moindre 
qu'une autre surface quelconque qui enveloppe* 
rait la première en S* appuyant sur le même co»' 
tour ABCD. 



NoQS rëp^erons ici qiM nous entendons par sur^ 
face convexe une surface qui ne peut être rencontrée 
par une ligne droite en plus de deux points : et ce* 
pendant il est possible qu'une ligne droite s'applique 
éauetement dans un certain sens sur une surface 
oonvexe ; on en voit des exemples dans les surfaces 
du cône çt du cylindre. Nous observerons aussi que 
la dénomination de surface convexe n'est pas bornée 
aux seules sur&ces courbes ; elle comprend les sur- 
.&ces pofyédrales ou composées de plusieurs plans , 
et aussi les surfaces en partie courbes , en partie po- 
fyédrales* 

Gela posé, si la surface OABCD n^est pas plus 
petite que toutes celles qui l'enveloppent , soit parmi 
celles-ci PABGD la surface la plus petite qui sera au 
plus égale à OABCD. Par un point quelconque O , 
fiâtes passer un plan qui touche la surface OABCD 
•ans la couper; ce plan rencontrera la surface PABGD, 
et la partie qu'il en retranchera sera plus grande que 
le plan terminé à la même surface^ : donc ,zen con- *Um, u 
servant le reste de la surface PABGD, on pourrait 
substituer le plan à la partie retranchée , et on aurait 
mie nouvelle surface qui envelopperait toujours la sur* 
fiice OABGD , et qui serait plus petite que PABGD. 

Mais celle-ci est la plus petite de toutes par hypo* 
thèse; donc cette hypothèse ne saurait subsister, donc 
la surface convexe OABGD est plus petite que toute 
lutre surface qui envelopperait OABCD , et qui serait 
terminée aiî même contour ABCD. 

Scliolie, Par un raisonnement entièrement semblable 
m prouvera, 

I® Que, si une suiYace convexe terminée par deux %a5^ 
ontoars ABC , DEF , est enveloppée par une autre 
nffoce quelconque terminée ajmx mêmes contours, 
I siirÊtce enveloppée sera la plus petite des deux. 
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H' *^7- , 2? Que, sî une surface convexe AB est enrdoppee 1^. 
de toutes parts par une autre surface MN, soit qu'elle» |e 
aient des points, des lignes ou des plans communs, \\ 
soit qu'elles n aient aucun point de commun , la sur- 
face enveloppée sera toujours plus petite que la surface 
enveloppante. 

Car parmi celles-ci il .ne peut y en avoir aucune 
qui soit la plus petite de toutes , puisque dans tou^ le& 
cas on pourrait toujours mener le plan CD tangent 
«via surface convexe, lequel plan serait plus petit 

♦lem.i. qxie'la surface CMD*5 et ainsi la surface CND serait 
plus petite que MN, ce qui est contraire à Thypothese 
que MN e$t la plus petite de toutes. Donc la surface 
convexe AB est plus petite que toutes celles qui Ten- 
yçloppent, 

PROPOSITION PREMIERE. 

THEOREME. 

La solidité d'un cylindre est égale au produit 
de sa base par sa hauteur. 
i.^. 258. gQjj. Q^ \q rayon de la base du cylindre donné, 
H sa hauteur; représentons par surf^ CA la surface 
du cercle dont le rayon est CA ; je dis que la 
solidité du cylindre sera surf, CA X H. Car , si 
surf. CAxH n'est pas la mesure du cylindre donné, 
ce produit sera la mesure d'un cylindre plus gi-and 
ou plus petit. Et d'abord supposons qu il soit la 
mesure d'un cylindre plus petit , par exemple , du 
cylindre dont CD est le rayon de la base et H la 
hauteur. ' 

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD, un 

polygone régulier GHIP, dont les côtés ne rencon- 

« lo. 4. tient; pas la circonférence dont CA est le rayon*; 

imaginez ensuite un prisme droit qui ait pour base W 
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polygone GHIP, et pour hauteur H, lequel prisme 
sera circonscrit au cylindre dont CD est le rayon de 
la base. Cela posé, la solidité du prisme* est égale à ' 
sa base GHIP, multipliée par la hauteur H; la base 
GHIP est plus petite que le cercle dont CA est le 
rayon : donc la solidité du prisme est plus petite que 
surf. CAxH, Mais surf. CAxH est, par hypothèse, 
la solidité du cylindre inscrit dans le prisme; donc 
le prisme serait plus petit que le cylindre : or , au 
contraire^ le cylindre est plus petit que le prisme, 
puisqu'il y est contenu; donc il est impossible que 
surf CAxH soit la mesure du cylindre dont CD 
est le rayon de la base et H la hauteur; ou y en termes 
plus généraux, le produit de la base d*wi cylindre 
par sa hauteur ne peut mesurer un cylindre plus 
petit, 

J.e dis en second lieu que ce même produit ne peut 
mesurer un cylindre plus grand : car , poiu* ne pas 
multiplier les figures, soit CD le rayon de la base du 
cylindre donné, et soit, s'il est possible, surf CD X H 
la mesure d'un cylindre plus grand , par exemple , 
du cylindre dont CA est le rayon de la base et H la 
hauteur. 

Si on fait la même construction que dans le premier 
cas, le prisme circonscrit au cylindre donné aiua 
pour mesure GHIP x H : l'aire GHIP est plus grande 
que surf CD ; donc la solidité du prisme dont il 
s'agit est plus grande que surf, CD x H : le prisme 
serait donic plus grand que le cylindre de même hau- 
teur qui a pour base swf CA. Or, au contraire, le 
prisme est plus petit que le cylindre, puisqu'il j est 
contenu ; donc il est impossible que la base d*un cy^ 
lindre multipliée par sa liauteur soit la, mesure d'un 
cylindre plus grand. 

Donc enfin la solidité d'un cylindre est égale au 
produit de sa base par sa hauteur^ 
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. Corollaire I. Les cylindres de même hauteur sont 
entre eux comme leurs bases , et les cylindres d« 
même base sont entre eux comme leurs hauteurs* 

Corollaire II. Lés cylindre» semblables sont comme 
les cubes des hauteurs, ou comme les cubes des dia<* 
mètres des bases. Car les bases sont comme \ed cpiarrés 
de leurs diamètres ; et puisque les^ cylindres sont 
semblables , les diamètres des bases sont comme les 

"dé/. 4. hauteurs "^ : donc les basef sont comme les- quarrés 
des hauteurs ; donc les bases multipliées par }es^ hau« 
teurs, ou les'cylindres eux-mêmes» sont ooiome les 
cubes des hauteurs, 
. Sckolie. Soit R le rayon de la base d*un cylindre, 

* 12. 4. H sa hauteur, la surface de la base sera ttR* * , et la 
solidité du cylindie sera icR* X H , ou ':çR*H. 

. PROPOSITION II. 

L s M M E. 

La surface convexe d'unj^isme droit est égale 
au périmètre de sa base multiplié par sa hûuteur, 

fi- 232. Car cette surface est égale à la somme des rectangles 
AFGB , BGHC , CHID , etc. dont elle est composée : 
or les hauteurs AF, BG, CH, etc. de ces rectangles 
sont égales à la hauteur du prisme ; leurs bases AB , 
BC, CD, etc. prises ensemble, font le périmètre de la 
base du prisme. Donc la somme de ces rectangles ou 
la surface convexe du prisme est égale au périmètre de 
sa base multiplié par sa hauteur. 

Corollaire. Si deux prismes droits ont la même 
hiuteur, les surfaces convexes de ces prismes seront 
entre elles comme les périmètres de leurs bases. 
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PROPOSITION IIL 
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La surface convexe du cylindre est plus grande 
que la surface convexe de tout prisme inscrit ^ et 
plus petite que la surface convexe de tout prisme 
circonscrit. 

Car la surface convexe du cylindre et celle du fig. sSx. 
prisme inscrit ÂBCOËF peuvent être considérées 
comme ayant même longueur, puisque toute section 
faite dans l'une et dans Tautre parallèlement à AF 
est égale à AF ; et si pour avoir les laideurs de ces 
surfaces on les coupe par des plans parallèles à la 
base ou perpendiculaires k Tarête AF, les sections 
seront égales, l'une à la circonférence de la base, 
lautre au contour du polygone ABCDE plus petit 
que cette circonférence : donc , puisqu'à longueur 
égale la largeur de la ^rface cylindrique est plus 
grande que celle de la surface prismatique , il s en«- 
suit que la première surface est plus grande que la 
seconde* 

Par un raisonnement entièrement semblable on fig. a6.\ 
prouvera que la surface convexe du cylindre- est 
plus petite que celle de tout prism,e circonscrit 
BCDKLH. 

PROPOSITION IV. 

THEOREME. 

La surface convexe d'un cylindre est égale à 
la circonférence de sa base multipliée par sa 
hauteur. 

Soit CA le rayon de la base du cylindre donné, £- ^^ 
H sa hauteur ; si on représente par c^c. CA bi 
circonférence qui a pour r^yon CA , je dis que 
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cire. GA X H sera la surface convexe de ce cylindre. 
Car , si on nie cette proposition , il faudra que 
cire, CA X H soit la surface d un cylindre {Jus grand 
ou plus petit; et d'abord supposons quelle soit la 
surface d'un cylindre plus petit, par exemple, du 
cylindre dont CD est le rayon de la base et H la 
hauteur. 

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD un 
polygone régulier GHIP , dont les côtés ne rencon- 
trent pas la circonférence qui a CA pour rayon ; ima- 
ginez ensuite un prisme droit qui ait pour hauteur 
H, et pour base le polygone GHIP. La surface con- 
vexe de ce prisme sera égale au contour du polygone 
GHIP multiplié par la hauteur H * : ce contour est 
plus petit que la circonférence dont le rayon est 
CA; donc la surface convexe du prisme est plus petite 
que cire. CA X H. Mais cire. CA X H est , par hypo- 
thèse , la surface convexe du cylindre dont CD est le 
rayon de la base , lequel cylindre est inscrit dans le 
prisme ; donc la surface convexe du prisme serait plus 
petite que celle du cylindre inscrit. Or, au contraire, 
elle doit être plus grande * ; donc l'hypothèse d'où 
Ton est parti est absurde : donc, i^ la circonférence 
de la base (Vun cylindre multipliée par sa hauteur 
ne peut mesurer la surface conuexe d*un cylindre 
plus petit. 

Je dis en second lieu que ce même produit ne peut 
mesurer la surface d'un cylindre plus grand. Car, 
pour ne pas changer de figure , soit CD le rayon de 
la base du cylindre donné, et soit, s'il est possible, 
cire. CDxH la surface convexe d'un cylindre qui, 
avec la même hauteur, aurait pour base un cercle 
plus grand, par exemple, le cercle dont le rayon est 
(iA. On fera la même construction que dans la pre- 
mière hypt)these, et la surface convexe du prisme 
jKîra toujours égale au contour du polygone GHIP 
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multiplié par la hauteur H. Mais ce contour est plus 
grand que cire, CD ; donc la surface du prisme serait 
plus grande' que cire, CD x H, qui, par hypothèse, 
est la surface du cylindre de même hauteur dont GA * 
est le rayon de la base. Donc la surface du prisme 
serait plus grande que celle de ce cylindre. Mais, 
quand même le prisme serait inscrit dans le cylindre, 
sa surface serait plus petite que celle -du cylindre*; * 3. 
à plus forte raison est -elle plus petite lorsque le 
prisme né s'étend pas jusqu'au cylindre. Donc la' se- 
conde hypothèse ne saurait avoir lieu; donc 2^ la 
circonférence de la base (Tun cjlindre multipliée par 
sa hauteur ne peut mesurer la surface d*un cjlindro 
plus grand. 

Donc enfin la surface convexe d'un cylindre est 
égalé à la circonférence de sa base multipliée par sa 
hauteur. 

PROPOSITION V. 

THEOREME. 

La solidité d^un cône est égale au produit de 
sa hase par le tiers de sa hauteur. 

Soit SO la hauteur du cône donné, AO le rayon %• *^^* 
de la basé; si on désigne par surf, AO la surface de 
la base , je dis que la solidité de ce cône sera égale à 
5W/: AOxjSO. 

En effet, supposons i® que surf, AOxf SO soit la 
solidité d'un cône plus grand, par exemple, du cône 
dont SO est toujours la hauteur ; mais dont OB , plus 
grand que AO , est le rayon de la base. 

Au cercle do^t le rayon est AO circonscrivez un 
polygone régulier MNPT qui ne rencontre pas la 
circonférence dont le rayon est OB * ; imaginez en- *ïo»4* 
suite une pyramide qui ait pour base le polygone 
et pour sommet le point S. ïa solidité de cett« py- 



''9*^ ramide^ «tt ^le à Taire du {Mdygonê HNFT mul- 
tipliée par le tiers de la hauteur SO. Mais le poly- 
gone est plus grand que le cercle inscrit représente 
par SËirf. AO; donc la pyramide est plus grande 
tfiesurf. AOxfSO, qui, par hypothèse , est la me* 
sure du cane dont S esrle soniroet et OB le rayon de 
la base. Or, au contraire, la pyraaiide est plus petite 
que le cône, puisqu'elle y est contenue ;* donc i^ il 
est impossible que la base d'un cône multipliée par 
le tiers de sa hauteur soit la mesure d'un cÂne plus 
.grand. 

Je dis a<^ que ce même produit ne peut dtre la ras- 
sure d'un cône plus petit. Car, pour ne pas changer 
de figure, soit OB le rayon de la base du cône don- 
ne, et soit, s'il est possible , ^kj;/! OBx-j SQ la soli- 
dite du cône qui a pour hauteur SO et pour base le 
cercle dont AO est le rayon. On* fera la même OHi- 
stniction que ci-dessus , et la pyramide SMNPT aura 
pour mesure l'aire MNPT multipliée par \ SO. Mais 
Faire .MNPT est plus petite que surf. OB ; donc la 
pyramide aurait une mesure *plus petite que swf. 
OB X \ SO , et par conséquent elle serait plus petite 
que le cône dont AO est le rayon de la base et SO la 
hauteur. Or, au contraire, la pyramide est plus grande 
que le cône , puisque le cône y est contenu : donc a^ 
il est impossible que la base d'un cône multipliée par 
le tiers de sa hauteur soit la mesure dnn cône plst 
petit. 

Donc enfin la solidité dun cône est égale au pro- 
duit de sa base par le tiers de sa hauteur. 

Corollaire. Un cône est le tiers d'un cylindre de 
môme base et de même hauteur ; d'où il suit , 

i*^ Que les cônes d'égales hauteurs sont entre eux 
comme leurs bases ; 

^ Que les cônes de bases égales sont entre eux 
comme leurs hauteurs ; 
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3®. Que les c6iies semblables sont comme les eubes 
des diamètres de leurs bases, ou comme les cubes de 
leurs hauteurs. 

Scbûliê. Soit R le rayon de la base d'un cdne , H 
sa hauteur; la solidité du cône sera ipR' X j H ou 

m 

PROPOSITION VI. 
theorâmb. 

« 

Le cône tronqué ADEB, dont kO , DP sont les H- a^. 
rayons des b€ises et VOJa Iiauteur^ a pour me- 

<W£/«iic. OP. (aÔV DP + AO X dp). 

Soit TF6H une pyramide triangulaire de même 
hauteur que le cône SAB, et dont la base FGH soit 
équivalente à la base du cône. On peut su{)poser que 
ces deuK bases sont placées sur un même plan; alors 
les sonuncis S et T seront à égales distances du plan 
des bases, et le ^an EPD pr(dongé fera dans la pyra- 
mide la section JKL. Or je dis que cette section IKL 
est équivalente à la base D£; car les bases AB, DE, 
sont entre dles comme les quarrés des rayons AO , 
DP% ou comme les quarrés des hauteurs $0, SP; *<i«4' 
les triangles FGH , IRL , sont entre eux comme les 
qwurrés de ces mêmes hauteurs*; donc les cercles *i5,6. 
ABy DE, sont entre eux comme les triangles FGH^ 
IKL. Mais, par hypothèse, le triangle FGH est équi- 
valent au cercle AB ; donc le triangle IKL esl équiva- 
lent au cercle DE. 

la base AB multipliée par j-SO est la 
é du oôni SAB, et la base FGH mukipliée par 
4^50 est celle de la pyramide TFGH; donc, à cause 
des bases éqnividentes , la solidité de la pyramide est 
4fgÊim i orile du cône. Par une raison semblable, la 
pyramide TIKL est équivalente au cône SDE; donc 
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le tronc de cône ADEB est équivalent au tronc de 
pyramide FGHIKL. Mais la base F6H, équivalente 
au. cercle dont le rayon est ÂO, a pour mesure 

wx AO^ de même la base IKL=: tt x DP/ et la 

moyenne proportionnelle entre itx AO etxxDP 
est TT X AO X DP ; donc la solidité du tronc de pyra- 
mide , ou celle du tronc de cône , a pour mesure jOP x 

•ao, 6. (xxA0+wxDP+7rxA0xDp)% qui est la même 

chose queyWxOPxCÂO+DP+AOxDP). 

PROPOSITION VII. 

THSORêME. 

La surface convexe d^un cône est, égale à la 
circonférence de sa base multipliée par la moi- 
tié de son côté. 

%. 259. Soit AO le rayon de la base du cône donné, S son 
sommet, et SA son côté; je dis que sa surface sera 
cire. AOX7SA. Car soit, s'il est possible, cire. AOx 
•jSA, la surface d'un cône qui aurait pour sommet, le 
point S et pour base le cercle décrit du rayon OB plus, 
grand que AO. 

Circonscrivez au petit cercle un polygone régulier 
MNPT, dont les côtés ne rencontrent pas la cir- 
conférence qui a pour rayon OB; et soit S MNPT 
la pyramide régulière , qui aurait pour base le poly- 
gone, et pour sommet le point S. Le triangle SMN, 
Tun de ceux qui composent la surface convexe de la 
pyramide, a pour mesure sa base MN multipliée par 
la moitié de la hauteur SA , qui est en même temps 
le côté du cône donné; cette, hauteur étant égale 
dans tous les autres triangles SNP, SPQ^ etc.' il 
■s'ensuit que la surface convexe de la pyramide «est 
égale au contour MNPTM multiplié pat ~ SA.: Mais 
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It» contour MNPTM , est plus grand que cire. AO ; , ^ 
donc la surface convexe de la pyramide est plus 
grande que cire. AO X ^ SA , et par conséquent plus 
grande que la surface convexe du cône qui avec le 
même sommet S aurait pour base le cercle décrit 
du rayon OB. Or, au contraire, la surface convexe 
du cône est plus grande que celle de la pyramide; 
car si on adosse base à base la pyramide à une pyra- 
mide égale, le cône à un cône égal; la surface des 
deux cônes enveloppera de toutes parts la surface des 
deux pyramides ; donc la première si%rface sera plus 
grande que la seconde*, donc la surface du cône est *iem.a. 
plus grande que celle de la pyramide qui y est com- 
prise. Le contraire était une suite de notre hypothèse; 
donc cette hypothèse ne' peut avoir lieu : donc i® la 
circonférence de la base d'un cône multipliée par la 
moitié de s6n côté ne peut mesurer la surface dun 
cône plus grand. 

Je dis 2° que le même produit ne peut mesurer 
la surface d*un cône plus petit. Car soit BO le rayon 
de la base du côté donné, et soit, sll est possible, 
cire, BOx-^SB la surface du cône dont S est le som*. 
met , et AO , plus petit que OB , le rayon de la base. 

Ayant fait. la. même construction que ci -dessus, 
la surface de la pyr^miide SMNPT sera toujours 
égale au contour MNPT multipUé par ^ SA. Or le 
contour MNPT est moindre que cire, BO, SA est 
nioindre que SB; donc par cette double raison la 
surface convexe de la pyramide est moindre que cire. 
BO X iSB, qui, par hypothèse , est la surface du cône 
dont AO est le rayon de la base ; donc la surface de 
la pyramide serait plus petite que celle du cône ins- 
crit. Or, au contraire, elle est plus grande; car en 
adossant base à base la pyramide à une pyramide 
égale, le cône à un cône égal, la surface des deux 
pyramides enveloppera celle des deux cônes, et par 
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conséquent sera la plus grande. Donc i^ il est impôt» 
sible que la circonférence de la base d'un cône donné 
multipliée par la moitié de son côté mesure la aorfiice 
d un cône plus petit. 

Donc enfin la surface convexe d'un cône est égrie 
à la circonférence de sa base multipliée par bt moitié 
de son côté. 

Scholie. Soit L le côté dun cône, R le rayon ds 
sa base, la circonférence de cette base sera airR| 
et la surface du cône aura pour mesure âirRx-^Ly 
ou ttRL. 

PROPOSITION VIIL 



K 



THEOREMB. 



ug ,g^, La surface coni^exe du tronc de cône ÂDEB est 
égale à son côté ÂD multiplié par la demi-somiM 
des circonférences de ses deux bases AB , DE. 

Dans le plan SAB qui passe par Taxe SO , menez 
perpendiculairement à SA la ligne A F, égale à la 
circonférence qui a pour rayon AO; joignez S F, et 
menez DH parallèle à AF. 

A cause des triangles semblables SAO , SDC, oi^ 
aura AO:DC :: SA:SD; et à cause des triangles 
semblables SAF, SDH, on auraAF:DH :: SA:SD; 
«X, 4. donc AF : DH : : AO : DC , ou : : cire, AO : cire. DG*. 
Mais par construction AF = cire, AO ; donc DH =3 
cire. DC. Cela posé, le triangle SAF, qui a poiu» 
mesure AFx^SA, est égale à la surface du cône 
SAB qui a pour mesure cîrc. AOx^SA. Par une rai- 
son semblable le triangle SDH est égal à la surface 
du cône SDE. Donc la surface du tronc ADEB 
est égale à celle du trapèze ADHF. Celle-ci a pour 

r 7 , 3. mesure * AD x ( — ^ — ) ; donc la surface du 
tronc de cône ADEB est égale à son côté AD mul- 
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tiplié par la âfimi-sommè des circonférences de ses 
deux bases. 

Corollaire. Par le point I, milieu de AD, menei 
IKL parallèle à AB , et IM parallèle à AF ; on dé- 
montrera comme ci-dessus que IM=circ. IK. Mais 
le trapèze ADHF = AD xIM= AD xc/rc. IK. Donc 
on peut dire encore que la surface d'un tronc de 
cône est égale à son côté multipUé par la circonfé^ 
rence JPune section faite à égale distance des deux 
bases, 

Scholie. Si une ligne AD, située tout entière 
d^un même côté de la ligne OC et dstns le même 
plan, fait une révolution autour de OC, la sur- 
face décrite par AD aura pour mesure AD x 

(cire. AO-l-c/ir. DC \ > atvv^ • tv it 
:r j^ ou AD X cire. IK; les lignes 

AO, DC, IK, étant des perpendiculaires abaissées 
des extrémités et du milieu de la ligne AD sur 
Taxe OC. 

Car si on prolonge AD et OC jusqu'à leur ren- 
contre mutudle en S , il est clair que la sur£sice dé- 
crite par AD est celle d'un cône tronqué dont OA 
et DC sont les rayons des bases , le cône entier ayant 
pour sommet le point S. Donc cette surface aura la 
mesure mentionnée. 

Cette mesure aurait toujours lieu, quand même le 
point D tomberait en S, ce qui donnerait un cône 
entier, et aussi quand la ligne AD serait parallèle k. 
Taxe, ce qui donnerait un cylindre. Dans le premier 
cas DC serait nuUe, dans le second DC serait égalti^ à 
AOetàlK. 
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PROPOSITION IX. 
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%.26s. Soient AB, BC^ CD, plusieurs côtés. successifs 
d'un polygone régulier, O son centre , et 01 le 
rayon du cercle inscrit; si on suppose que la 
portion de polygone ABCD, située tout entière 
d'un même côté du diamètre FG, fasse une ré- 
volution autour de ce diamètre^ la surface- dé" 
critepar ABCD aura pour mesure MQ x cire: 01, 
MQ étant la hauteur de cette surface ou la par- 
tie de l'axe comprise entre les perpendiculaires 
AM, DQ. 

Le point I étant milieu dé AB, et IK étant une 
perpendiculaire à Taxe abaissée du point I, la sur- 
* 8. face décrite par AB aura pour mesure AB X cire. IK*. 
Menez AX parallèle à Taxe, les triangles ABX, OIKj 
auront les côtés perpendiculaires chacun à chacun , 
savoir 01 à AB, IK à AX, et OK à BX; donc ces 
triangles sont semblables et donnent la proportion 
AB : AX ou MN :j 01 : IK, ou :: cire. 01 : cire. IK; 
donc AB X cire. IK = MN X c/rc. 01. D'où Ton voit 
que la surface décrite par AB est égale à sa hauteur 
MN multipliée par la circonférence du cercle inscrit. 
De même la surface décrite parBC, =NP X cire. 01, 
la surface décrite par CD, =PQ xc/rc. 01. Donc la 
surface décrite par la portion de polygone ABCD, 
a pour mesure ( MN -f- NP -f- PQ ) X c/rc. 01, ou 
MQ X cire. 01 ^ donc elle est égale à sa hauteur multi- 
pliée par la circonférence du cercle inscrit. 

Corollaire. Si le polygone entier est d'un nombre 
de côtés pair, et que l'axe FG passe par deux som- 
mets opposés F et G , la surface entière décrite par la 



•évolution du demi-polygone FACG sera égale à sou 
ixe FG multiplié par la circonférence du cercle inscrit. 
:^et axe FG sera en même temps le diamètre du cercle 
ûrconscrit. 

PROPOSITION X. 

THEOREME. 

La surfojce de la sphère est égale à son dia- 
mètre multiplié par la circonférence d'un grand 
cercle. 

Je dis 1° que le diamètre d'une sphère, multiplié 
par la circonférence de son grand cercle, ne peut 
mesurer la surface d'une sphère plus grande. Car 
soit, s'il est possible, AB X cire. AC la surface de la %• *^3- 
sphère qui a pour rayon CD. 

Au cercle dont le rayon est CA, circonscrivez un 
polygone régulier d'un nombre pair de côtés qui ne 
rencontre pas la circonférence dont CD est le rayon; 
soient M et S deux sommets opposés de ce polygone; 
et autour du diamètre MS faites tourner le demi-po- 
lygone MPS. La surface décrite par ce polygone aura 
pour mesure MS X c/rc. AC* : mais MS est plus grand * 9* 
que AB ; donc la surface décrite par le polygone est 
plus grande que AB X cire. AC , et par conséquent 
plus grande que la surface de la sphère dont le rayon 
est CD. Or, au contraire, la surface de la sphère est 
plus grande que la surface décrite parle polygone 
puisque la première enveloppe la seconde de toutes 
parts. Donc i<* le diamètre d'une sphère multiplié j)ar 
la circonférence de son grand cercle ne peut mesurer 
la surface d'une sphère plus grande. 

Je dis 2° que ce même produit ne peut mesurer 
la surface d'Une sphère plus petite. Car soit, s'il est 

' 17- 
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possible , DE X cire. CD la surface de la sphère qn! i 
pour rayon CA. On fera la même construction qkie 
dans le premier cas , et la surface du soKde engendré 
par le polygone sera toujours égale à MS X cire. AC. 
Mais MS est plus petit que DE, et cire. AC plus petite 
que cire. CD ; donc , par ces deux raisons , la surface' 
du solide décrit par le polygone serait plus petite que 
DE X cire. CD, et par conséquent plus petite que la 
surface de la sphère dont le rayon est AG« O^i au 
contrah^e, la surface décrite par le polygone est plus 
grande que la surface de la sphère dont le rayon est 
AC, puisque la première surface enveloppe la seconde; 
donc 2^ le diamètre d'une sphère multiplié par la ci^ 
conférence de son grand cercle ne peut mesurer h 
surface d'une sphère plus petite. 

Donc la surface de la sphère est égale à son dia- 
mètre multipUé par la circonférence de son grand 
cercle. 

Corollaire. La sur&ce du grand cercle se mesure 
en multipliant sa circonférence par la moitié du rayon 
ou le quart du diamètre ; donc la surface de la sph&rt 
est quadruple de celle d^un grand cercle. 

Scholie, La surface de la sphère étant ainsi mesurée 
et comparée à des surfaces planes, il sera facile d'avoir 
la valeur absolue des fuseaux et triangles sphériques 
dont on a déterminé ci-dessus le rapport avec la sur- 
face entière de la sphère. 

D'abord le fuseau dont l'angle est A, est a la surface 
, de la sphère comme l'angle A est à quatre angles 
•«0,7. droits*, ou comme lare de grand cercle qui mesure 
langle A est à la circonférence de ce même grand 
cercle. Mais la surface de la sphère est égale à cette 
circonférence multipliée par le diamètre; donc la 
surface du fuseau est égale à l'arc qui mesure l'angle 
de<;e fuseau multiplié par le diamètre. 
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En second lieu tout triangle sphérique est équir 

▼aient à un fuseau dont langle est égal à la moitié de 

l'excès de la somme de ses trois angles sur deux 

angles droits ^ Soient donc P, Q, R, les arcs de *&3, 7« 

grand cercle qui mesurent les trois angles du trian- 

{[le ; soit C la circonférence d'un grand cercle 

i^t D son diamjetçe ; le triangle sphérique sera 

équivalent au fuseau dont Fangle a pour mesura 

P I Q I R * C 

^ — -—= — — — 2— , et par conséquent sa surface sera 

Ainsi, dans le cas du triangle tri -rectangle, cha- 
cun des arcs P, Q, R, est égal à ^C, leur somioie 
estjC, Texçès de cette somnie sur -^C est jC, et la 
moitié de cet excès =^ C ; donc la surface du triangle 
tri-rectangle =^Gxp, ce qui est la huitième partie 
^ la surface totale de la sphère. 

La mesure des polygones sphérique^ suit immédia- 
tement de celle des triangles, et d'ailleurs elle est 
entièrement déterminée par la prop. xxiv, liv. yii^ 
puisque l'unité de mesure, qui est le triangle tri- 
rectangle, vient d'être évaluée en surface plane. 

PROPOSITION XL 

THéORÂHE. 

La surface d*une zone sphérique quelconque 
^t égale à la hauteur de cette zone multipliée 
par la circonférence d'un grand cercle. 

Soit £F un arc quelconque plus petit ou plus gnaj^d %. 369^ 
que le quart^de circonférence , et soit abf^sséi^ FG per- 
pendicukire çui* le rayon flG ^ j^e. dis que \^ .zone %. une 
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base, décrite par la révolution de Tare EF autour 
de EC , aura pour mesure EG X cire. EC. 

Car supposons d^abord que cette zone ait une me- 
sure plus petite , et soit, s'il est possible , cette râésure 
= EG X cire. CA. Inscrivez dans l'arc EF une portion 
de polygone régulier EMNOPF dont les côtés 'n'a^ 
teignent pas la circonférence d^rite du rayon CA , 
et abaissez CI perpendiculaire sur EM ; la surfiatce 
décrite par le polygone EMF tournant autour de EC, 

*9. aura pour mesure EG XciVc. CI*. Cette quantité est 
plus grande que EGx cire. AC, qui, par hypothèse, 
est la mesure de la zone décrite par l'arc EF. Donc la 
surface décrite par le polygone EMNOPF serait plus 
grande que la surface décrite par l'arc circonscrit EF; 
or, au contraire, cette dernière surface est plus grande 
que la première, puisqu'elle l'enveloppe de toutes 
parts ; donc i^ la mesure de toute zone sphérique 
àjune base. ne peut être plus petite que la hauteur de 
cette zone multipliée par la circonférence d*unf grand 
cercle. 

'Je dis en second lieu que la mesure de la même 
zone ne peut êire plus grande que la hauteur de cette 
zone multipliée par la circonférence d'un grand cercle. 
Car supposons qu'il s'agisse de la zone décrite par 
lare AB autour de AC , et soit , s'il est possible , zone 
AB > AD X cire. AC. La surface entière de la sphère, 
composée des deux zones AB, Bîl, a pour mesure 

• 10. ARxcirc. AC*,ou ADxcirc. AC+DHxc/-nc. AC; 
si donc on a zone AB > AD x cire. AC , il faudra 
qu*on ait zone BH < DU X cire. AC ; ce qui est 
contraire à la première partie déjà démontrée. Donc 
a** la mcîsure d'une zone sphérique a une base ne 
peut être plus grande que la hauteur de cette zone 
multipliée par la circonférence d'un grand cercle. 
Ih>n^ enfin toute zone sphérique à une base a pour 
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jnesure la bafatèlti^ de cette zone multipliée par la cir- 
conférence d-un grand cercle. 

Considérons maintenant une zone quelconque , à 
jdeux bases, décrite par la révolution de l'arc FH fig»»»»* 
autour du diamètre DE , et soient abaissées les per- 
pendiculaires FO, I}Q sur ce diamètre. La zone dé* 
icrite par l'arc FH est la différence des deux zones dé- 
icrites par les arcs DH et DF ; celles-ci ont pour 
mesures DQ xc/rc. CD et DO X cire. CD; donc la 
zone décrite par FH a pour mesure (DQ — •DO)x 
cire. CD ou OQ x cire. CD. 

Donc tonte zone sphérique à une ou à deux bases , 
a pour mesure la hauteur de cette zone multipliée 
par la circonférence d'un grand cercle. 

Corollaire. Deux * zones prises dans une même 
sphère ou dans des sphères égales, sont entre elles 
comme leurs hauteurs , et une zone quelconque est à 
la surface de la sphère comme la hauteur de cette 
zone est au diamètre. 

PROPOSITION XII. 



THEOREME. 



Si le triangle BAC et le rectangle BCEF de gg. ,^4^ 
.même base et de même hauteur tournent simul- «'*^^- 
tanément autour de la base commune BC , le so- 
lide décrit par la révolution du triangle sera, le 
tiers du cylindre, décrit par txi révolution du 
rectangle. 

Abaissez sur l'axe la perpendiculaire AD ; le c6ne *«*^* 
décrit par le triangle ABD est le tiers du cylindre dé- 
crit par le rectangle AFBD*, de même le cône décrit * ^- 



par le triangle ADC est le tiers dû cylindre décrit par 
le rectangle ÂDCE ; donc la somme des deux cdnes on 
le solide décrit par ABC est le tiers de la somme des 
deux cylindres ou du cylindre décrit par le rectangle 
BCEF. 
^(.265. gj[ Iq perpendiculaire AÏ) tombe au -dehors do 
triangle , alors le solide décrit par ABC sera la di& 
férence des cônes décrits par ABD et AGD ; mais en 
même temps le cylindre décrit par BCEF sera la 
différence des cylindres décrits par AFBD, AECD. 
Donc le solide décrit par la révolution du triangle sera 
toujours le tiers du cylindre décrit par la réWutîon 
du rectangle de même base et de même hauteur; 
Scholie. Le cercle dont AD est le rayon a poor 

surface tu X AD ; donc tu X AD X BC est la mesulne du 

cylindre décrit par BCEF, et ^lux ADxBC «st celle 
du solide décrit par le triangle ABC. 

PROPOSITION XIII. 



PROBLÊME. 



fiff. 266. 



•x^. 



Le triangle CAB étant supposé faire une révo» 
lution autour de la ligne CD, menée comme on 
voudra hors du triangle par son sommet C, trou- 
ver la mesure du solide ainsi engendré. 

Prolongez le côté AB jusqu'à ce qu'il rencontre 
Faxe CD en D, des points A et B abaissez sur Taxe 
les perpendiculaires AM, BN. 

Le solide décrit par le triangle CAD a pour me- 
sure* jTuxAMxCD; le solide- décrit par le triaQglis 

— — — î 
CBD a pour mesiu*e -^tu x BN X CD; donc le diffé- 
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rence de ces solides ou le solide débrit par ABC aura 
po\rr mesure jic, ^ÂM — BN) X CD. 

On peut donner à cette compression une autre forme. 
Du point I , milieu de AB , menez IK perpendicuUirfi 
à CD^ et par le point B menez BO parallèle à CD, 
on aura AM+BN=aIK* et AM— BN=AO; donc, ♦ 7» S. 

(AM + BN)X(AM — BN), ou AM'--.BN=2IKx 
AO*. La mesure du solide dont il s'agit est donc * 10,5. 
exprimée aussi par |ir X IKx AO X CD. Mais «i on 
abaisse CP perpendiculaire sur AB, les triangles ABO, 
DCP, seront semblables, et donneront la proportion 
AO : CP :: AB : CD ; d'où résulte AO X CD = CP X 
AB ; d'ailleurs CP X AB est le double de Taire du 
triangle ABC ; ainsi on a AO X CD = 2 ABC ; donc 
le solide décrit par le triangle ABC a aussi pour me- 
sure |x X ABC X IK, ou, ce qui est la même chose, 
ABC X foire. IK; (car cire, IK = 2ir. IK). Donc if 
solide décrit par la résolution du triangle ABC^ ^ 
pour mesure Voire de ce triangle multipliée par le$ 
deuas tiers de la drconférençe que décrit le point I 
milieu de sa Inise. 

Corollaire. Si le c6té AC=:CB, la ligne CI sera fig.a67« 
perpendiculaire à AB, Taire ABC sera égale à ABX 
^CI , et la solidité |ir X ABC X IK deviendra |7r x 
ABxIKxCI. Mais les triangles ABO, CIK, son^ 
semblables et donnent la proportion AB : BO ou 
MN :: CI : IK j donc AB x IK = MN X CI ; donc le 
solide décrit ps^r le triangle isoscele ABC aura pour 

mesure jtt X MN x CL 

Scholie. La solution générale paraît supposer que 
la ligne AB prolongée rencontre Taxe 5 mais les 
résukau n'en seraient pas moins vr^is, quand la, 
ligne AB serait parallèle k Ta^e. 
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fig. 268. ^^ ^^^^ ^® cylindre décrit par AMNB a pour mc- 
sure ir. AM. MN, le cône décrit par ACM=jir.'AM. 

CM y et le cône décrit par BCN=y7r. Âm'cN. Ajou- 
tant les deux premiers solides et retranchant le 
troisième, on aura pour le solide décrit par ABC 

tt.Âm'. (MN + iCM— iCN) : et puisque CN— CM 

= MN, cette expression se réduit à 7r.AM.-|MN, ou 

fir.CP. MN, ce qui s'accorde avec les résultats déjà 
trouvés. 

PROPOSITION XIV. 



THEOREME. 



lig. a6a. Soient AB , BC , CD , plusieurs côtés successifs 
d'un polygone régulier, O son centre^ eit Ol le 
rayon du cercle inscrit; si on imagine que le sec- 
teur polygonal AOD , situé d'un même côté du 
diamètre FG, fasse une révolution autour de 
ce diamètre y le solide décrit aura pour mesure 

yTT.OI.MQ, MQ étant la portion de l'axe termi- 
née par les perpendiculaires extrêmes AM, DQ. 

En effet, puisque le polygone est régulier, tous 
les triangles AOB, BOC, etc. sont égaux et isosceles. 
Or, suivant le corollaire de la proposition précé- 
dente, le solide produit par le triangle isoscele AOB 

a pour mesure j-tt.OI.MN, le solide décrit par le 

a 

triangle BOC a pour mesure f-TT.OI.NP, et le solide 

décrit par le triangle COD, a pour mesure |ir.GI. 
EQ ; donc la somme de ces solides , ou le solide entier 
décrit par le secteur polygonal AOD, aura poitr me- 
sure |w .Ôï'. (MN -h NP + PQ) ou JTc . 01. MQ. 
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PROPOSITION XV. 



THEOREME. 



Tout sectèunsphérique a pour mesure la zone 
qui lui sert de base multipliée par le tiers du 
rayon y et la sphère entière a pour mesure sa 
surface multipliée par le tiers du rayon. 

Soit ABC le secteur circulaire qui, par sa ^évo- 6'*°9« 
lutîon autour de AC , décrit le secteur sphérique ; la ' 
zone décrite paîr AB étsmt AD Xc/rc. AC ou 27u; AC. 
AD*, je dis que le secteur sphérique aura. pour me- * »* 

sure cette zone multipliée par jAC, ou f tu . AC . AD. 
En effet, 1° supposons, s'il est possible, que cette 

quantité f ir . AC . AD soit la mesure d'un secteur 
sphérique plus grand, par exemple, du secteur sphé- 
rique décrit par le secteur circulaire ËCF semblable 
à ACB. 

Inscri^fez dans l'arc EF la portion de polygone 

régulier EMN!F dont les côtés ne rencontrent pas 
Fa^c AB , imaginez ensuite que le secteur polygonal 
ENFC tourne autour de EC en même temps que le 
secteur circulaire ECF. Soit Cl le rayon du cercle 
iniscrit dans le polygone , et soit abaissée FG perpen- 
diculaire sur EC. Le solide décrit par le secteur 

polygonal aura . pour mesure jTt. CI. EG* : or CI * U. 
est plus .grand que AC par construction , et EG est 
plus grand que AD : car, joignant AB, EF, les trian- 
gles EFG, ABD, qui sont semblables, donnent la 
proportion EG : AD :: FG : BD :: CF : CB ; donc EG 
>AD. 

——a 

Par c^tte double raison fiu. CI. EG^est plus 
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grand que |?7. CÂ. ÂD : la première expression est 
la mesure du solide décrit par le secteur polygonal, 
la seconde est par hypothèse celle du secteur sphé- 
rique décrit par le secteur circulaire ECF ; donc le 
solide décrit par le secteur polygonal serait plus 
grand que le secteur sphérique décrit par le secteur 
circulaire. Or, au contraire, le solide dont il s'agit 
est moindre que le secteur sphérique, puisqu^il y est 
contenu ; donc Thypothese d'où on est parti ne sau^ 
rait subsister; donc i9 la zone ou base d'ttn secteur 
sphérique multipliée par le tiers du rayon ne peut me- 
surer un secteur sphérique plus grand. 

Je dis 2^ que le même produit ne peut mesurer un 
secteur sphérique plus petit. Car, spit GEF le secteui 
circulaire qui par sa révolution produit le secteur 
sphérique donné, et supposons, s'il est possible, que 

f7u.CE. EGr soit la mesure d'un secteur sphérique 
plus pçtit , par exemple , de celui q^i proyîent du 
secteur circulaire ACB. 

La construction précédente restant la même, le 
solide décrit par le secteur polygonal aura toujours 

pour mesure 3 ir, CI. EG. Mais CI est moindre que 

CE; donc le solide est moindre que j-tt. CE. EG, qui, 
par hypothèse, est la mesurp du secteur jsphérique 
décrit par le secteur circulaire ACB. Donc le solide 
décrit par le secteur polygonal serait moindre que le 
secteur sphérique décrit par ACB. Or, au contraire , 
le solide dont il s'agit est plus grand que le secteur 
sphérique, puisque celui-ci est contenu dans Tautre. 
Donc 2° il est impossible que la zone d'un secteuc 
sphérique multipliée par le tiers du rayon soit la 
mesure d'un secteur sphérique plus petit. 

Donc tout secteur sp]iéri€[ue a pour mesure la zone 
qui lui sert de base multipliée par le tiers du rayon» 
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Un secteur circulaire ACB peut augmenter jus- 
qu^à détenir égal au demi-cercle ; alors le secteur 
sphérique décrit par sa révolution est la sphère en- 
tière. Donc la solidité de la sphère est égale a sa sur* 
Jace multipliée par le tiers de son rayon. 

Corollaire. Les surfaces des sphères étant comme 
les quarrés de leurs rayons, ces surfaces multipliée^ 
par les rayons sont comme les cubes des rayons. 
Donc lés solidités de deux sphères sont comme les 
aubes de leurs rayons^ ou comme les cubes de leurs 
diamètres. 

SchoUe. Soit R le rayon d'une sphère, sa sur- 
face sera 4''^^'» et sa solidité 4^R* Xt^> ou jttR'. 
Si on appelle D le diamètre, on aura R = 7D, et 
R'=jD' ; donc la solidité s'exprimera aussi par 
}wXiD%ou|ffD\ 

PROPOSITION XVL 

THiOREMB. 

La surface de la sphère est à la surface totale . 
du cylindre circonscrit (en y comprenant ses 
bases) comme ià est àZ. Les solidités de ces deux 
éorps sont entre elles dans le même rapport. 

Soit MPNQ le grand cercle de la sphère, ÂBGD fig.27a. 
le quarré circonscrit ; si on fait tourner à la fois le 
demi-cercle PMQ et le demi-quarré PADQ autour 
du diamètre PQ, le demi-cercle décrira la sphère, 
et le demi-quarré décrira le cylindre circonscrit à 
la sphère. 

La hauteur AD de ce cylindre est égale au dia- 
mètre PQ, la base du cylindre est égale au grand 
cercle, puisqu'elle a pour diamètre AB égale à MN 
donc la sur&ce convexe du cylindre^ est égale à la '4. 
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circonférence du grand cercle multipliée par soi 
diamètre. Cette mesure est la même que . celle de 

* 10- la surface de la sphei'e^ : d'où il suit que la sw 

face de la sphère est égale a la surface convexe 
du cylindre circonscrit. 

Mais la surface de la sphère est égale à quatre grands 
cercles ^ donc la surface convexe du cylindre circonS"* 
crit est égale aussi à quatre grands cercles : si on j 
joint les deux bases qui valent deux grands cercles, 
la surface totale du cylindre circonscrit sera égale 
à six grands cercles; donc la surface de la spbere 
est à la surface totale du cylindre circonscrit comme 
4 est à 6 , ou comme 2 est à 3. G est le premier point 
qu'il s agissait de démontrer. 

En second lieu , puisque la base du cylindre cir- 
conscrit est égale k un grand cercle et sa hauteur au 
diamètre, la solidité du cylindre sera égale au grand 

* I. cercle multiplié par le diamètre *, Mais la solidité de 

la sphère est égale à quatre grands cercles multipliés 
* 16. par le tiers du rayon * , ce qui revient à un grand 
cercle multiplié par \ du rayon , ou ~ du diamètre; 
donc la sphère est au cylindre- circonscrit comme 
2 est à 3, et par conséquent les solidités de ces 
deux corps, sont entre elles comme leurs surfaces. 
Scholie. Si on imagine un polyèdre dont toutes les 
faces touchent la sphère, ce polyèdre pourra être 
considéré comme composé de pyramides qui ont 
routes pour sommet le centre de la sphère , et dont 
les bases sont les différentes faces du polyèdre. Or 
il est clair que toutes ces pyramides auront pour 
hauteur commune le rayon de la sphère, de sorte 
que chaque pyramide sera égale à la face du po- 
lyèdre qui lui sert de base , multipliée par le tiers 
du rayon : donc le polyèdre entier se^a égal à sa 
surface multipliée par le tiers du rayon de la spbere 
inscrite. 
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On voit par là que les solidités des polyèdres cir- 
conscrits à la sphère sont entre elles comme les 
surfaces de ces mêmes polyèdi^es. Ainsi la pro- 
priété que nous avons démontrée pour le cylindre 
circonscrit est commune à une infinité d'autres 
corps. 

On aurait pu remarquer également que les sur- 
faces des polygones circonscrits au cercle sont entre^ 
4Ues connue leurs contours. 

PROPOSITION XVIL 



A 



PROBLEME. 



Le segment circulaire BMD étant supposé fig. ayr. 
faire une révolution autour d'un diamètre ex- 
térieur à ce segment^ trouver la valeur du solide 
engendré. 

Abaissez. suir Taxe les perpendiculaires BE, i)F; 
du centre- C menez CI perpendiculaire sur la corde 
BD, et tirez les rayons CE, CD. 

Le solide décrit par le secteur BCA = f tt • CB. 
AE*; le. solide décrit par le secteur DCA = f tc, *t5. 

GB. AF; donc la différence de ces deux solides, ou le 

solide décrit par le secteur DCB == f tu. CB. ( AF — 

AE ) = I w . CB'. EF. Mais le solide décrit par le trian- 

gle isoscele DCB a pour mesure -tu. Cl. EF*; donc ♦14, 
le solide décrit par le segment BMD =77^. EF, 

\ GB — CI ). Or dans le triangle rectangle CBI , 

on a CB*— 01= Sï = ^ BD"; donc le solide décrit 

par le segment BMD aura pour mesure fw, EF. j BD', 

ou^w . BD*.EF^ 



^72 GBOMÉTRIS. 

Scholie. Le solide décrit par le segment BBID est à 
la sphère qui a pour diamètre BD , comme ~ ir. BD. 
EF est à \ TT, BD* ou :: EF : BD. 

PROPOSITION XVIII. 

THBOaÂMBk 

Tout segment de sphère^ compris entre deux 
plans parallèles f a pour mesure la demi-somme 
de ses bases multipliée par sa hauteur j plus la 
solidité de la sphère dont cette même hauteur 
est .le diafnetre. 

^'^1^* Soient BE, DF, les rayons des bases du segment, 
EF sa hauteur, de sorte que le segment soit produit 
par la révolution de lespace circulaire BMDFE 
autour de Taxe F£. Le solide décrit par le seg^ 

* "7- ment BMD * = ~ w . Bd! EF, le tronc de cône décrit 

•«• par le trapèze BDFF/=^7:. EF. ( BÊ+DF + BK DF); 
donc le segment de sphère qui est la somme de ces 

deuxsolides=^7r. EF.(a BÊ+ a DF4-2 BE. BF-4-"bd). 
Mais, en menant BO parallèle à EF , on aura DO = 

•9. 3. DF— BE , DÔWdF— a DF. BE + BK% et par consé- 

quent BD = BOV ^= ÉF V DF— 2 DF x BE+m! 

Mettant cette valeur à la place de BD dans Texpres- 
sion du segment, et effaçant ce qui se détruit, od 
aura pour la solidité du segment, 

^r.EF.(3FE + 3DFVÊF)> 
expression qui se décompose en deux parties ; Tune 

Jt • EF . ( 3 BÊ V 3DïO , ou EF . (jlJElJLÎ!) 
est la demi-somme des bases multipliée par la hauteur; 
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Pautre-w.E F représente la sphère dont EF qst le 
diamètre^ : donc tout segment de sphère, etc. *i5.ialj. 

Corollaire. Si Tune des bases est nulle, le segment 
idont il s'agit devient un segment sphérique à une 
seule base ; donc tout segment sphérique à une base 
^çuit^aut à la moitié du cylindre de m^éme base et de 

même hauteur , plus la sphère dont cette hauteur est 

le diamètre. 

Scholie général. 

Soit R le rayon de la base d^un cylindre, H sa 
hauteur ; la solidité du cylindre sera tt R* X H , ou 
wR* H. 

Soit R le rayon de la base d^un cône , H sa hauteur; 
la solidité du cône sera ttR*. yH, ou^ttR^H. 

Soient Â et B les rayons des bases d'un cône tron- 
qué , H sa hauteur ; la solidité du tronc de cône sera 
i7cH(A*-|-B*-hAB). 

Soit R le rayon d'une sphère ; sa solidité sera 

Soit R le rayon d'un secteur sphérique, H la 
hauteur de la zone (fui lui sert de base ; la solidité du 
Secteur sera 1 ic R' H. 

Soient P et Q les deux bases d'un segment sphé- 
Inique , H sa hauteur , la solidité de ce segment sera 



(£±2).H + J.H.. 



Si le segment sphérique n'a qu'une base P, l'autre 
Stant nulle, sa solidité sera 7PH + ^-ir H\ 



FI2f DES ÉLÉMENTS DE GÉOMETAIE. 



Onz. ed, ï8 



NOTES 

■ UR LES ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

V 

NOTE I. 
Sur quelques noms et définitions. 

\^v a introdttit dans cet-onrragc quelques cxprossiouf et 
léfinitions nouYelïes qui tendent à donner au langage géo- 
nétrique plat d'exactitude et de précision. Nous allons 
''«ndre dompte de ces changements , et en proposer quel- 
les autres qui pourraient remplir plus complètement les 
aiémes vues. 

Dans la définidon ordinaire du parallélogramme rec- 
9angle et du quarré, on dit que les^ angles de ces figures sont 
^oits ; il serait plus exact de dire que leurs angles sont 
^aux. Car , s«fppos»er que les quatre angles d'un quadrila- 
tère peuTent être dtoits , et même que les angles droits 
MOnt égaux entre tncrx , c'est supposer des proposition» qui 
ont besoin d^être démontrées. On éviterait cet inconvé* 
aient et phisieurs autres du même genre, si, au lieu de 
placer les définitions , suivant l'usage , à la tête d'un livre , 
on les distribuait dans le courant clu livre , chacune à la 
place où ce qu'eHe suppose est déjà démontré. 

"Le mot parallélogramme , stdvantsonétymologie, signifie 
Hg/tes parallèles; H ne convient pas plus à la figure de quatre 
<Âtés qu'à celles de six, de huit, etc., dont les opposés 
tendent paraUeles. Le mot parallélépipède signifie de même 
.plans parallèles; il ne désigne pas plus le solide à six faces 
qtfe ceux qui en auraient huit ,- âStx , efc. , dont les opposées 
seraient paralleïet. B parait donc que let* dénominations de 
parallélogramme et de parallélépipède, qui d'ailleurs ont 
rinconvénient d'être fort longues , devraient être bamiiét 
de la géométrie. On pourrait leur substituer celles de 
rkombe et rhomboïde , qui sont beaucoup plus commodes , 

i8. 
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et conserver le nom de hzange aa quadrilatère dontltf 
côtés sont égaux. 

Le mot inclinaison doit être entendu dans le même sens 
que celui d'angle ; Tun et l'autre indiquent la maniete: 
d'être de deux lignes ou de deux plans qui se rencontrent, 
Ou qui , prolonges , se rencontreraient. L'inclinaison de 
deux lignes est nulle lorsque l'angle est nul, c'est-à-diit 
lorsque les lignes sont parallèles ou coïncidentes. L'indir 
naisoii est la plus grande lorsque l'angle est le plus grand, 
ou lorsque les deux lignes font entre elles un angle trèi- 
obtus. La qualité de pencher est prise dans un sens diffé- 
rent; une ligne penche d'autant plus sur' une autre quelle 
s'écarte plus de la perpendiculaire à celle-ci. 

Euclide et d'autres auteurs appellent assez souvent fràvi- 
gles égaux des triangles qui ne sont égaux qu'en surlacet. 
et solides égaux des solides qui ne sont égaux qu'en soUdité. 
Il nous a paru plus convenable d'appeler ces triangles ou 
ces solides triangles ou solides équivalents , et de réserver 11 
dénomination de triantes (^gaux, solides égaux, à ceuxqoi 
peuvent coïncider par la superposition. 

Il est de plus nécessaire de distinguer dans les solides et 
les surfaces courbes deux sortes d'égalité qui sont diffé- 
rentes. £n effet, deux solides, deux angles solides, denx 
triangles ou polygones spliériques , peuvent être éganx 
dans toutes leurs parties constituantes , sans néanmoins 
coïncider par la superposition. Il ne paraît pas que cette 
observation ait été faite dans les livres d'éléments; et:ce- 
])cndant , faute d'y avoir égard , certaines démonstrations 
fondées sur la coïncidence des figures ne sont pas exactes. 
Telles sont les démonstrations par lesquelles plusieurs au- 
teurs prétendent prouver l'égalité des trâangles sph^ 
ques dans les mêmes cas et de la même manière que celle 
des triangles reclilignes : on en voit sur-tout un e^^emple 
frappant , lorsque Robert Simson (i) , attaquant la démons- 
tration de la prop. xxviii, liv. xi, d'Euclide, tombe lui-» 
même dans l'inconvénient de fonder sa' démonstration sur 
une coïncidence qui n'existe pas. Nous avons donc cru de- 

(i) Voyez l'ouvrage de cet auteur, iutitulé : EucUdis Elementorun 
Hhri sex , etc. Glas^nœ , 1 7 56. 
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donner un nom particulier- à cette égalité qui n'en- 
e pas la coïncidence ; nous l'avons appelée égalité par 
flétrie; et les figures qui sont dans ce cas , nous le& ap~ 
18 figures symmétriques. ' 

nsi les dénominations de figures égales , figures symmé-r 
es, figures équivalentes ^ se rapportent à des choses 
rentes , et ne doivent pas être confondues en une seule 
mination. 

AS les propositions qui concernent les polygones , les 
is solides et les polyèdres , nous avons exclus formel- 
it ceux qui auraient des angles rentrants. Car , outre 
convient de se borner dans les éléments aux figures les 
simples , si cette exclusion n'avait pas lieu , certaines 
>sitions ou ne seraient pas vraies , ou auraient besoin 
édification. Nous nous sommes donc réduits à. la cond- 
ition des. lignes et des surfaces que nous appelons co/tr 
, et qui sont telles qu'une ligne droite ne peut les 
T en plus de deux points. 

as avons employé assez fréquemment l'expression 
'it de deux ou d'un plus grand nombre, de lignes ; par 
)us entendons le produit des nombres qùi.repré- 
it ces lignes , en les évaluant d'après une unité linéaire 
k volonté. Le sens de ce mot étant ainsi fixé, il n'y a 
e difficulté à en faire usage. On entendrait de même 
I signifie le produit d'une surface par une ligne , d'une^ 
e par un solide , etc. : il suffit d'avoir établi une fois 
toutes que ces produits sont ou doivent être consi* 
comme des ])rodiiits de nombres , chacun de l'espèce 
convient. Ainsi le produit d'une surface par un solide 
LUtre chose que le produit d'un nombre d'unités su- 
elles par un nombre d'unités solides, 
vent, dans le discours , on se sert du mot angle pouï*. 
er le point situé à son sommet : celte expression est, 
.e. Il serait plus clair et plus exact de désigner par un 
irticulîer, tel que celui de sommets, les points situés 
mmets des angles d'un polygone et d'un polyèdre, 
insi qu'on doit entendre la dénomination de sommets 
oljrèdre dont nous avons fait usage. 
5 avons suivi la définition ordinaire àa figures rccii- 
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lignes semblables i mais nous observions qu'elle eontv'' 
trois conditions superflues. Car , pour construire un 
gone dont le nombre des c6tés est /t , il faut d'abord 
naître un côté, et ensuite avoir la: position des soipmels 
angles situés bors de ce côté. Or , le nombre de ces n^ 
est n — 21 , et la position de <ïbaque sommet exige deoiâ» 
nées ; d'où il suit que le nombre total des données née» 
saires pour construire un polygone de n côtés est i+^'^d 
ou 2/1 — 3. Mais dans le polygone semblable il y a un e^ 
à volonté ; ainsi le nombre de conditions pour qu'un poif 
gone soit semblable à un polygone donné , est an — 4*^^ 
" définition ordinaire exige, i^ que les angles soient égil 
cbacun à cbacun, ce qui fait n conditions ; 2^ que les o6É 
homologues soient proportionnels , ce qui fait n — i cool' 
tîôns. Il y a donc en tout an—' i conditions , ce qui fait titM 
de trop. Pour obvier à cet inconvénient , on pourrait ^ 
composer la définition en deux autres, de cette manière: 

1** Deux triangles sont semblables , lorsqu*3s ont dm 
angles c'gaUx chacun à chacun. 

a** Deux polygones sont semblables lorsqu*onpeutfoni0 
dans Vun et dans Vautre un même nombre de trian^st^ 
blables chacun à chacun et semhlablement disposes. 

Mais , pour que cette dernière définition ne contiemK 
pas elle-même de conditions superflues , il faut que 1< 
nombre des triangles soit égal au nombre des côtés du po- 
lygone moins deux ; ce qui peut avoir lieu de deux manières 
On peut mener de deux angles liomologues des diagonal» 
aux angles opposés , alors tous les triangles formés dan 
chaque polygone auront un sommet commun , et leursomm 
sera égale au polygone ; ou bien , on peut supposer que too 
les triangles formés dans im polygone , ont pour base com 
mune un côté du polygone , et pour sommets ceux des dii 
férents angles opposés à cette base. Dans l'un ou l'autre ca 
le nombre des triangles formés de part et d'autre étar 
n — a, les conditions de leur similitude seront au nombi 
de in — /| ; et la définition ne contiendra rien de superih 
Cette nouvelle définition étant posée , l'auclenne devicndi 
un théorème qu'on pourra démontrer immédiatement. 

^i la définition d«s figures rectilignes semblables est in 



parfaite dans les livres d*éléments , celle des soUdes polyè^ 
dres semblables l'est encore bien davantage. Dans Euclide , 
cette définition dépend d'un théorème non démontré ; dans 
d'autres auteurs elle a l'inconvénient d'être fort ré4on- 
daute. Nous avons donc rejeté ces définitions des solides 
seihblables , et nous leur en avons substitué une fondée sur 
les principes que nous venons d'exposer. Mais, comme il y 
« beaucoup d'autres observations à faire à ce sujet, nous y 
«eviendrons dans ubiC note particulière. 

La définition de la perpendiculaire à un plan peut être 
regardée comme un théorème ; celle de V inclinaison de deux 
plans a besoin Aussi d'être justifiée par un raisonnement ; 
plusieurs autres sont dans le même cas. C'est pourquoi, en 
conservant ces définitions suivant l'ancien usage , lious 
avons eu soin de renvoyer aux propositions où elles sont 
démontrées ; quelquefois nous nous sommes contentés d'y 
ajouter un éclaircissement succinct. 

U angle formé par la rencontre de deux plans ^ et V angle 
solide fonoié par la rencontre de plusieurs plans en un même 
point , sop4 ides grandeurs , chacune de son espèce , aux- 
qu^les il sertit peut-être bon de donner des noms particu- 
liers. Sans cela U est difficile d'éviter l'obscurité et les cir- 
conlocutiotos lorsqu'on parle de l'arrangement des plans qui 
composent la surface d'un polyèdre. Et comme la théorie 
de ces solides a été peu cultivée jusqu'à présent , il y a moins 
d'inconvénient à y introduire des expressions nouvelles , 
si elles sont reclamées par la nature des choses. 

Je proposerais' d'appeler coin l'angle formé par deux 
plans; V arête Oïi faîte du coin serait l'intersection commune 
Ù!^^ deux plans. Le coin se désignerait par quatre lettres . 
dont les deux moyennes répondraient à l'arête. Alqrs un coin 
droit serait l'angle formé par deux plans perpendiculaires • 
entre eux. Quatre coins droits rempliraient tout l'espace 
angulaire solide autour d'une ligne donnée. Cette nouvelle 
dénomination n'empêcherait pas que le coin n'eût toujours 
pour mesure l'an^^e formé par les deux perpendiculaires 
menées dans chacun des plans à un même point de l'arête 
ou intersection commune. 
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NOTE IL 

Sur la démonstration^ de la proposition XX, 
liv. /, et' de quelques autres propositions 
fondamentales de la géométrie. 

La proposition XX du livre I n'est qu'un cas pdrticnlier 
du fttmenxpostuiatum sur lequel Euclide a établi la tbébrii 
des parallèles, ainsi que le théorème sur la somsie des 
trois angles du triîingle. Cepostulatum n'a point été encore 
démontré d'une manière entièrement géométrique et indé- 
pendante de la considération de l'infini; ce qu'il faut 
attribuer sans doute à l'imperfection de la définition de la 
ligne droite, qui sert de base aux éléments. Mais si oa 
considère cet objet sous un point de vue plu» abstrait, 
l'analyse offre un moyen très-simple de démontrer rigou- 
reusement cette proposition , ainsi que les autres proposi- 
tions fondamentales de la géométrie. C'est ce que nous 
- allons développer aVec tout le détail nécessaire , en com- 
mençant par le théorômei sur la somme des trois angle» du 
triangle. 

On démontre immédiatement pat la superposition, et 
sans aucune proposition préliminaire que deux trianj^s 
sont égaux , lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux 
angles égaux chacun à chacun. Appelons p le côté dont il 
s'agit , A et B les deux angles adjacents , C le troisième 
angle. Il faut donc que l^anglc C soit entièrement déter- 
miné, lorsqu'on connaît les angles A et B, avec le côté/?; 
car , si plusieurs angles C pouvaient correspondre aux trois 
données A, B,/?, il y aurait autant de triangles différents 
qui auraient un côté égal adjacent à deux angles égaux , ce 
qui est impossible : donc l'angle C doit être une fonction 
déterminée des trois quantités A, B,/?; ce que j'exprime 
ainsi, C=:(p : ( A , B j /? ). 

Soit l'angle droit égal à l*unité, alors les angles A, B, C, 
seront des nombres compris entre o et 2 ; et puisque Ct±. 
ç: (A, B,/?), je dis quela ligne/? ne doit point entrer dan« 
la fonction 9. En effet on a vu que C doit être entièrement 
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' déterminé parles seules données A , B ,/> , sans autre angle 
ni ligne quelconque, mais la ligne j9 est hétérogène avec les 
nombres A , B , C ; et si on avait une équation quelconque 
entre A,^B, C,/?, on en pouri'ait tirer la valeur de/? en 
A , B , C; d'où il résulterait que/? est égal à un nombre, ce , 
qui est absurde : donc/? ne peut entrer dans la fonction (p , 
et on a simplement C=9 : (A, B)....(i) 

Cette formule prouve déjà que , si deux angles d'un 
triangle sont égaux à deux angles d'un autre triangle , le 
troisième doit être égal au troisième ; et , cela posé , il est 
facile de parvenir au théorème que nous avons en vue. 

Soit d'abord ABC un triangle rectangle en A ; du point ç^^ ^^^ 
A abaissez AD perpendiculaire sur l'hypoténuse. Les angles 
B et D du triangle ABD sont égaux aux angles B et A du 
triangle BAC ; donc , suivant ce qu'on vient de démontrer , 
le troisième BAD est égal au troisième C. Par la même 
raison l'angle DAC=B, donc BAD+DAC, ou BAC 
= B -h C : or l'angle BAC est droit ; donc les deux angles 
aigus d*un triangle rectangle , pris ensemble ^ valent un 
angle droit. 

Soit ensuite BAC un triangle quelconque et BC un côté fîg. 275. 
qui ne soit pas moindre que chacun des deux autres : si 
de l'angle opposé A on abaisse la perpendiculaire AD sur 
BC, cette perpendiculaire tombera au-dedans du triangle 
ABC, et le partagera en deux triangles rectangles BAD, 

(i) On a objecté contre cette démonstration que, si elle était 
appliquée, mot pour mot, aux triangles sphériques, il en résulte- 
rait qae deux angles connus suffisent pour déterminer le troi- 
sième, ce qui n'a pas lieu dans ces sortes de triangles. La réponse 
est que, dans les triangles sphériques, il y a un élément de plus que 
clans les triangles plans , et cet élément est le rayon de la sphère 
dont on ne doit pas faire abstraction. Soit donc r le rayon , alors 
aulieu d'avoir C =9 (A, B,/»), on auraC = f (A,B,/7,r), ou 

seulement C=3ç Ta, B, -j , en vertu de la loi des homogènes. 

Or, puisque le rapport - est un nombre , ainsi que A, B , C , rien 

n'empêche que - ne se trouve dans la fonction 9 , et alors on 
li'en peut plus conclure C = 4p (A, B). 
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D AC : or , dans le triangle rectangle BAD , les deux ang^ 
BAD , ABD , valent ensemble un angle droit ; daps le triu* 
gle rectangle DAC, les deux angles DAC, ACD^TaUst 
aussi un angle droit. Donc les quatre réunis , ou seulemoK 
les trois BAC;ABC,ACB, valent ensemble deux angles 
droits ; donc dans tout triangle la somme des trois anfja 
est égale à deux angles droits. 

On voit par-là que ce théorème, considéré a priant u 
dépend point d'un enchaînement de propositions , et qa'il 
se déduit immédiatement du principe de ITiomogénéil^; 
principe qui doit avoir lieu dans toute rdation entre des 
quantités quelconques. Mais poursuivons , et faisons voir 
qu'on peut tirer de la même source les autres théorèm» 
fondamentaux de la géométrie. 

Conservons les mêmes dénominalioi» que ci>de89iis,et 
appelons de plus m le côté opposé à l'angle A , et a le côté 
opposé à l'angle B. La quantité m doit être entièrement 
déterminée par les seules quantités A^B^p; donc m est 



m 



une fonction de A, B,/?^ et — en est une aussi, de sorte 

qu'on peut faire — =:«); : ( A , B , /? ). Mais — est un nom- 

Lre, ainsi que A et B; donc la fonction ^ ne doit point 
contenir la ligne/?, et on a simplement — i=«Ji : (A, B), 

ou m-=.p ({; : ( A, B). On a donc semblablement n-^ip \\ 
(B,A). 

Soit maintenant un autre triangle formé avec les mêmes 
angles A, B, C, auxquels soient opposés les côtés m* ^ i^iP*t 
respectivemeiit. Puisque A et B ne changent pas , on aura 
dans ce nouveau triangle m'zzip^^ (A, B), et n^:=z:p'^l 
(B, A). Donc m: m^ :: n : n' ::p :/?'. Donc, dans les trian- 
gles équiangles y les côtés opposés aux an^s égaux sont 
proportionnels. 

De cette proposition générale on déduit comme cas 
particulier celle que nous avons supposée dbns le texte , 
pour la démonstration de la proposition XX. En ef£ety 
H ^-^' les triangles AFG , AML ont deux angles égaux , chacun à 
chacun , savoir , l'angle A commun , et un angle djroit. Donc 
ers triangles sont équiaagles 9 donc on a la prc^iortioa 
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AF : AL : : A6 : AM , au moyen de laquelle la prop. XX est 
pleiaement démontrée. 

La proposition du quarré de Thypoténuse est , comme 
on sait , une suite de celle des triangles équiangles. Yoilà 
donc trois propositions fondamentales de la géométrie , celle 
des trois angles d'un triangle, celle des triangles équiangles, 
et celle du quarré de l'hypoténuse , qui se déduisent très- 
simplement et très-immédiatement de la considération des 
fonctions. On peut par la même voie démontrer très -suc- 
cinctement les propositions concernant les figures sem- 
blables et les solides semblables. 

Soit ABCD un polygone quelconque; ayant choisi un fig. i8i. 
côté A.B, comme base, formez autant de triangles ABC, 
ABD , etc. sur cette base , qu'il y a d'angles C , D , £ , etc. 
au-debors. Soit la base AB=:/?; soient A et B les deux 
angles du triangle ABC adjacents au côté AB ; soient A' et 
B' les deux asiles du triangle ABD adjacents au même 
côté AB , et ainsi de smtc. La figure ABCDE sera entière- 
ment déterminée , si on connaît le côté p avec les angles 
A , B , A', B', A", B", etc. , et le nombre des données sera 
en tout 2/2—- 3, n étant le nombre des côtés du polygone. 
Cela posé, un côté ou une ligne quelconque x y menée 
comme on voudra dans le polygone , avec les seules don- 
nées qui constituent ce polygone, sera une fonction de 



X 



ces données ; et comme - doit être un nombre , on pourra 

F 

supposer — =«J> : (A, B, A', B', etc.), oxkx-zzLp^ : (A, B, 

A', B', etc.), et la fonction ^ ne contiendra point/?. Si, 
avec les mêmes angles A , B , A', B', etc. et un autre côté 
p\ on forme un second polygone , on aura pour la ligne a^ , 
correspondante ou homologue à :r ^ la valeur a/ z=.p^ ^ : 
(A, B, A', B', etc. ) ; donc x\a^ \\p \p\ On peut définir 
les figures ainsi construites , figures semblables; donc dans 
les figura semblables les lignes homologues sont proportion- 
nelles* Ainsi 9 non-seulement les côtés homologues , les dia- 
gonales homologues , mais les lignes terminées de la même 
maniare dans les deux figures , sont entre elles comme deux 
murts UgBft bomologues quelconques. 
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Appelons S la surface du premier polygone , celte surface L 

S I 

est homogène au quarré/?'; il faut donc que— ^ soit un 1^ 

nombre qui ne contienne que les angles A , B , A', B', etc. , 
de sorte qu'on aura S=zp*(f: (A, B, A', B', etc.). Parla 
même raison, si S' est la surface du second polygone, on 
aura S'=y 9 : ( A , B , A', B', etc. ). Donc S : S' ::/?» :/?"; 
donc les surfaces des ^figures semblables sont entre elks 
comme les quarrés des côtés homologues. 

Venons maintenant aux polyèdres. On peut supposer 
qu*une face est déterminée au 'moyen d'un côté connu/? et 
de plusieurs angles A , B , C , etc. Ensuite les sommets des 
angles solides, hors de cette base, seront déterminés chacim 
par le moyen de trc^is données , qu'on peut regarder comme 
autant d'angles ; de sorte que la détermination entière da j 
polyèdre dépend d'un côté /? , et de plusieurs angles A , B, j 
C , f *. ?. , dont le nombre varie suivant la nature du polyè- 
dre. Cela posé , une ligne qui joint deux sommets , ou , plus 
généralement , toute ligne .r menée d'une manière déter- 
minée dans le polyèdre, avec les seules données qui 
constituent ce solide , sera une fonction des données p , 

A, B, C , etc. ; et comme - doit être un nombre, la fonc- 

ce 
tion égale à - ne contiendra que les angles A , B , C , etc., 

et on pourra supposer œz=:p 9 : (A, B , C, etc.). La surface 
du solide est homogène à p* ; ainsi, cette surface peut se 
représenter par/?* i|; : ( A, B, C, etc. ); sa solidité est homo- 
gène à /> % et peut se représen ter par /? ^ n : ( A , B , C , etc. ), 
les fonctions désignées par «I; et n étant indépendantes 
de p. 

Supposons qu'on construise un second solide avec les 
mêmes angles A, B, C , etc. , et un côté/?' différent de p : 
nous appellerons les solides ainsi construits solides sem- 
blables; et, cela posé , la ligne qui était/? ç : (A, B, C, etc.), 
ou simplement/? (p dans un solide sera/?' ç dans un autre; 
la surface qui était/?* ^ dans l'un sera />'*<]/ dans l'autre, 
et enfin la solidité qui était p^ n dans l'un sera p*^ U 
dans l'autre. Donc, 1° dans les solides semblables les côtés 
ou lignes homologues sont proportionnelles ; 1^ leurs surfaces 
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ifDnt comme les quarrés tles côtes homologues; 3® leurs 
solidités sont comme les cubes dé ces mêmes côtés, 
. Les mêmes principes s'appliquent aisément au cercle. 
Soit c la circonférence cl s la surface du cercle dont le 
rayon est r;. puisqu'il ne peut y avoir deux cercles inégaux 

os» 
décrits du même rayon , les quantités - et -7 doivent être 

des fonctions déterminées de r: mais , comme ces quantités 
soni des nombres , elles ne doivent point contenir dans leur 

expression la ligne r; ainsi on aura -=a, et — =€> 

ei et € étant des nombres constants. Soit c' la circonférence 
et s' la surface d'un autre cercle dont le rayon est r; on 

c' 5' 

aura donc aussi -r=:a , et -j-j = €. Dçnc c\c? :: r: r^ ^ el 

s \s^ y, r* : /^* ; donc les circonférences des cercles sont comme 
les rayons , et leurs surfaces comme les quarrés des rayons. 
Considérons un secteur dont r soit le rayon et A l'angle 
au centre ; soit x l'arc qui termine le secteur, et^ la surface 
de ce même secteur. Puisque le secteur est entièrement 
déterminé lorsqu'on connaît r et A , il faut que x tl y 

soient des fonctions déterminées de r et de A , donc - et -^ 

r r* 

sont aussi de pareilles fonctions. Mais - est un nombre , 

ainsi que ^'^ donc ces quantités ne doivent point contenir 

r, et elles sont simplement fonctions de A j de sorte qu'où 

aura -=:<p.: A, et -^ =<(» : A. Soient a^ et y l'arc et la 

surface d'un autre secteur dont l'angle est A et le rayon /^; 
nous appellerons ces deux secteurs secteurs semblables; ef: 

puisque l'angle A est égal de part et d'autre, on aura -7 



= (p: A, et'^zz:»^ : A.Doncx : a/:: r:/,etjr :/':: /":/"; 

donc les arcs semblables ou les arcs des secteurs semblables 
sont proportionnels aux rayons , et les secteurs eux-mêmes 
sont proportionnels aux quarrés des rayons. 

Il est clair qu?on prouverait , de la même manière y que 
les sphères sont comme les cubes de leurs rayons. 



1 
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On suppose , dans tout ce qui précède, que les aurfaees se 
mesurent par le produit de deux lignes , et les solidités par 
le produit de. trois; c*est ce qu'il est facile de démontrer 
aussi par voie d'analyse. Considérons un rectangle dont les 
dimensions sont p et q, et sa surface qui est une fonctioa 
éep et q^ représentons-la par (f:(p, q). Si on considère 
un autre rectangle dont les dimensions sontj9-|-j9' etq,îï 
est clair que ce rectangle est composé de deux autres , l'im 
qui a pour dimensions petq^ l'autre qui a pour dimenâoBi 
p' et q ;* de sorte qu'on aura 

?• {p-hp', q)=<f: C/>, q) +?: Cp'. q)' 

Soitp*z^p , on aura ç(a/?, q)=:ikff(jf , q). Soit p'zz 
%p,on aura<p(3/>, q)z=:ff(p, î) + ç(a/?, î) = 3? 
(/>, q). Soit/y=3/>, onauraç(47>, î) = ?(/>* î) + 
f (3/», 9) = 4 f C/'» 9 )- I^nc en général , si X- est un nombre 
entier quelconque, on aura'f C^/'» 9)=^ 7 (^> 9)^ 

i(£>^^?(^/^> g) n ^3^,, ^^ ^ 9{p^ g) ^, ^ 
P kp ^ p 

tdle fonction àep , qgu'elle ne change pas &k mettant à la 
place de j9 un multiple quelconque kp. Donc cette fonctû» 
est indépendante dej9^ et ne doit renfermer que q. Mais 

par une raison semblable-^ doit être indépendante 

q 

o(py q^ 
àeq; donc-=-^ ^ ne renferme ni p' ni 9 ^ et ainsi celte 

pq 

quantité doit se réduire à une constante ai. Donc on anra 
ç ip q)^^xp q ; et comme rien n'empêche de prendre 
= I ^ on aura ç (j9> q) •=.p q ; ainsi la surface d'un rec- 
tangle est égale au produit de ses deux dimensions. 

On démontrerait^ d'une manière absolument sensblable, 
que la solidité d*un parallélépipède rectangle dont les di- 
mensions sont/> yq^r, est égale au produit j9 ^ r de ses trois 
dimensions. 

I^ous observerons, en finissant « que la considération des 
fonctions y qui fournit ainsi une démonstration très-simple 
des propositions fondamentales de la Géométrie ^ a déîa été 
employée avec succès pour la démonstration des principes 
fondamentaux de la Mécanique. Forez les Mcaaoiics de 
Turin » tome II. 
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NOTE IIÎ. 

r V approximation de la proposition XFI^ 

livre IV. 

is qu'on a trouvé un rayon excédent et un déficient qui 
ordent dans les premiers chiffres , on peut achever !• 
1 d'une manière très-prompte par le moyen d'une for- 
algébrique. 

it a le rayon déficient et h l'excédent , dont la diffé- 
I est petite ; soient al et h' les rayons suivants qui s'en 

r a-\-b\ 
par les formules ^'=: v/ àb, a^zn^K a. J 

le l'on cherche , c'est le dernier terme de la suite o, a\ 
te. , qui est en même temps celui de la suite h , U , U\ 
appelons ce dernier terme x ^ et soit ^=:a(i -4-(it>); 
mrra supposer x-zzia (i -j-P w-f-Q co* -|-etc. ), P et Q 
das coefficients indéterminés. Or les valeurs de V et a* 
lent 

U=:à{i + i^w — ift)"-h etc.) ; 

an fait pareillement l/zzza' ( i+w') > on aura 

(û'zz: I w — ^ -^ Cl)' etc. 

lis la valeur de x doit être la même , soit que la suite a , 

'\ etc. commence par a ou par a!; donc on aura 

iHhP(o-f-Qw»-f-elc.)=«'(i-hPto'-hQw'*-j-etc.). 

ti tuant dans cette équation les valeurs de a* et de (t>' 

et €d y et comparant les termes semblables , on en dé- 

i P=i, et Q=_^; donc 

x=a{i + 'j(ù—^(à'). 

i rayons aetb s'accordent dans la première moitié de 

chiffres, on pourra rejeter le terme e»*, et la valeur 

b—a 
^ente se réduira à x-=: «(i -|-j-ca) = tf+- > ' » »■ ■ 

3 

i, en faisant €7=i , 1282657 , et ^=:j[ , iîi8()o63, ou 

^duira imiAédiatement .r =: i , 1263^792. 

les rayons a et ^ ne ^'accordent que dans le premier 

de leurs chiffres ,'îl faudra prendre les trois termes de 

cmule précédente ; ainsi en faisant a-zst^ ia65639 ^ 

[, 1 320 149, on trouvera a:=i, 1283791. 
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On pourrait supposer que a et b sont encore moins prÀ 
l'un de Tautre^ mais alors il faudrait calculer la ^valeur de 
a: avec un plus grand nombre de termes. 

L'a])proximation de la prop. XIV , qui est de Jacques 
Gregory, est susceptible de semblables abrégés. Nous ren- 
voyons à Touvrage de cet auteur, intitulé : Fera circuliet 
hjperholœ quadratura , ouvrage d'un grand mérite pour le 
temps où il a paru. 

NOTE IV. 

Où l'on démontre que le rapport de la circon- 
férence au diamètre et son quarré , sont des 
nombres irrationnels. 

Considérons la suite infinie 

a 1 a* I a* 
iH h-. \ 1 5. ; ; h etc. 

Z 2 Z.Z-\-l 2.5 3.Z-I-1 -^-f-a 



f 



I a* 



dont le terme général est — . 

1.2. 3. ..71 5.3+I.Z-|-2....(3+/l— i) 

et supposons que 9 : z en représente la somme. Si on met 
z+ 1 à la place de5,ç:(sH-i) sera pareillement la somme 
de la suite 

rt I a' I a^ 

iH h-- : 1 r- — : ^-j-etc 

2+1 a S-f-I .2-1-2 2.3 Z-1-I.Z-I-2.Z+3 

Retranchons ces deux suites , terme à terme, Tune de Fautre 
et nous aurons Q:z — ç»: (z-f-i) pour la somme du reste 
qui sera 

a <i' I a* 

s.r-|-i 3.3-4- I . w-|-2 ^ 3. 3-|-i .z-f-a .z-|-3 
Mais ce reste peut être mis sous la forme 
a . a \ a^ 

3.3-f-i ' 3-1-2 a 3-1-2. s-l-3 ^' 



• - 



et alors il se rêtluîi à : (s-j-a). Donc on tara 

3.3-I-1 

géncralemeut 

a 
0:r — O: r-f-i'^rr <5:(z-ha). 

Divisons i>^tlo iquatiou par c : ^5-f-i), et, pour simpli- 
fier le rtï^iilMt . soiî C : s une nouvelle fonction de z telle 
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a ? : (z+i) , a 
«me iL : 2 = -. " ■ ■ ; ^ ; alors on pourra mettre • 

aa heu de ' r , et ^^ =-: au lieu de 

9:(«H-i) a 

^—7 ^. Ia substitution faite , on aura 

? : (x + i). 



a 

Mais eyi pobeltant successiFeuient dans cette /équatipÀ « + 1 9 
;s 4- 2 , etc. , à la place de z , il en résultera 

a 

tL: («4-1 ) = ; :> 

^_ ^ 24-i + f:(« + î^y 

4 : (z4-a) = :;^ — r; etc. 

• - • . 

Donc la yaleur de 4» : z peut s'exprimer par la fraction 
continue : 

a 

^ : z = — a 

z+ = — ^ ' a 

Z-I-I4 ; -. 

etc. 



Eéç^proj^Oiç^yint, cette ixsLCtiçfn .coQtinue ,. prolpngée^rl'in- 

-. . ' / ,« <P*:(z-}iT) 
fini , a pour somme d» : z, ou son égale -» — ^- -i et 

. z Ç : z 

cette somme , développée en suites ordinaires , est 

a a* 

iH — - — l-T— r T-+^'^- 

a z + i z+i.z+2 



' IH r+-T. ; h etc. 

Z z . Z+I 

* Spit maintenant z= 7, :1a fraction continue. deviendra 

4^ 

i+- — 4« 

etc. 



dans laquelle les numérateurs , excepté le premier , sont 
tous égaux à 4 ^ 9 et les dénomii^tei^rs forment la suite 
. des nombres impairs i , 3 , 5 , 7 , etc. La valeur de cette 
fraction continue peut donc aussi s'exprimer par 
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à a 16 a* 6A n* 

2.5 a..i.4>^ 2. 3. .7 

^ {g, ■ II» ■ ■ ■ ■ 1 1 , ■ I ■ ■ 

4a 16 a* 64 a' 
a 2 . o . 4 A • 3 . . . o l'3 

Mois ces suites se rapportent à des formules conmiei , et OiL 
sait qu*en représentant par e le nombre dont le logarilhiM 
hyperbolique est i , Texpression précédente se réduit à 

^ ^a ; de sorte qu*on aura en général 



^av/a__^— a\/a 



~*^ ■■ ^ * 



S -h ctc 

De là résultent deux formules principales selon que a tft 
positif ou négatif. Soit d*abord 4 a = x*, on aura 







F 



X 

e ^^ " ar - 

__— =z - ■« • 

5 -4- etc. 

«( 
Soit ensuite 4^:^:^ — a?*, et en vertu de la formule oomnfli^ 

^ = \/ — 1. tang". X , on aura 



x* 



tang. X =- x" 

7— etc. 



3 X* 






Ceile-d <«t la formule qui serrira de base à notre dcnois* li 
tration. Mais il faut , axant tout , démontrer les deux 
lemmes suivants. 

LsxjiiK I« 5cM> tatefiaciion coiftinme proiongêe à Vmfim^ 



it*-+-etc. I' 



êam iàsqmeOt tomf itf ncm^nt m . n « m', n', de. soiti ^ 



H0TX XT* ikgt 

m m' in ■ , ' 

imposantes — ,— r,— r» etc. soient toutes plus petites due 
n n' n^ . * . * 

V unité y je dis que la videur totale de la fraction continue 

ïera nécessairement un nombre irrationnel, 

D*abor4 9 je dU que cette valeur sera plus petite que 

i*unité. En effet , «ans diminuer la généralité de la fiiacdon 

contiaue , on peut supposer tous les dénominateurs vt » n\ 

n^ y etc. positifs ; or , si on prend un seul terme de la suite 

m, . . 

proposée , on aura., par hypothèse, — < i. Si on prend les 

n 

deux premiers , à cause de — 7 < 1 9 il est dair que n-\ 

n n 

est plus grand que n — i : mais m est plus petit que n; et , 

puisqu'ils sont l'un et l'autre des entiers , m, sera aussi plus 

m' 
petit que h H ;-• Donc la valeur qtu résulte des deux 

termes 

— m' 
n' 

est plus petite que l'unité. Calculons trois termes de la 
feiction continue proposée ; et d'abord , suivant ce qu'on 
vient de voir , la valeur de la partie « . 

— r /»" 
n 

^ra plus petite que l'unité. Appelons cette valeur «^ et il 

m 
est clair que— = sera encore plus petite que l'unité : d^nc 

iLa valeur qui x«^ulte des trois termes 

«H — r . '^ 

n' 
«st plus petite ^e l'unité. Continuant le même raisonne* 
Inent , on verra que , quel que soit le nombre de termes 
^u'on calcule de la fraction continue proposée, la valeur 
^ui en résulte est plus petite que l'unité ; donc la valeur 
totale de cette , fraction prolongée à rinfini, est aussi plus 

ï9- 



/ ' 



HQH IfOTB IV. 

urrait i 

n proposée serait d 



petite qne l'unité. Elle De pourrait être égale à rutiill| 
It de la m 



m" ^-i — etc. 
> iaoi tout autre cas «llesent pluspetite. 

Cela posé, si on nie que In valoir de la fraction foniii 
yroposOe soit égale à un nombre irrationnel , suppul 
qu'elle est égale à un nombre rationnel , et soil ce nonl 

— , B et A étant des entiers quelconques ; od aura doot 



a" + etc. 
> , E, etc. des indéiennioé es telles qu'oi 



et ainri i llnfini. Cet^diffëBtetès'^rMtiaiis q t a tïntes ijl 
tous leurs termes plus petits ^e l'unité , leurs valenni 

^ C D E 
sommes— ,—,—,— , etc. seront plus petites qne luoil 

'itoi'ra'nt 'te qnî liimt d'âtre flëntontré , et aâdsi bn t 
^B<A, C<Bj D<C, etc.; d'où l'on Voit que lasuin. 
B, C, D, £,'etc. est décroissante à l'infini. Mais Venà 
sèment des fraciiona eomiiinn ilMuUi»!agit donne 

-=-^C; d'oÙTisulte'!C = mi — mB, 
A n+- 

C ni 

==7v^Di d'où lésulle Dcsm-B — /("C, 



rpi^Uque les âtnx premiers nombres A et B sont entiers 
r bypothesç , U s*çiiâiiit que tous les autres C , D , 
Il etc. , qui jus^^à ce moment étaieçt indéterminés , sont 
jsi des nombres entiers. Or , il implique contradictioi]^ 
L*1^I& suite înfiiffl^ j^ ^ B , C , D , £ , etc. soit à-la-fpij^ dé- 
oissante et composée de nombres entiers ; car d'ailleurs 
jcun des nombres A , B , C , D , £ , etc. ne peut être zéro , 
tisque la fraction continue proposée s'étend à l'infini , et 

i*ainsi les somnie^ r^r^entées par ^9 ^9 7; 9 de. dai(Ten(^ 

vjq^ys étrç qii^lquç ohosie. Donc l'hypothèse , que la 
mme de la fraction continue proposée est égale à une 

B 

lantité rationnelle — , ne saurait subsister ; donc c^tte 

A ■ ' ' "" 

mme est nécessairement un nombre irrationnel. 

JjEmme II. Les méf^^es choses ç$ant posées', si les /raclions 

m m' çi" 
mposantes — «, -7^— r-» etc. sont d'une grandeur quelcon- 
, JH n n' . 

ug au CQmm^nççnfeni 4^ la suite ; mats qu'après un cçrtaù^ 

lersfoUe , eU^s soient constamment plus petites que l^uiutéi 

dis que la fcacUon continue proposée , en supposai^ tou- 

urs qu *ellç ^'étend^ ii V infini, €iura une valeur irreUioançUe. 

m'" 
Ciir , si à compter 4e -^ 9 p^r exemple , toutes les .fracr 

iTi"' wî*^ m^ 

^'ï»— 777» »-^ — , etc. à l'infini , sont plus petitCi «u« 

n'" W /i' * 

tiiip , alprs 9 9i|iyai(t le lemine 1 9 1^ fir^ictioa cont^^ife 

n^^ 



n^ + etc. 

a une valeur irrationnelle. Appelons cette valeui: o 9 et 
raç tioB continue proposée deviendra ' 



m , 

— m 


• 


s si on fait successiyement 




m^ , m' „ m 

- f If 


— #*"' 


«•4.. ""„'^.»'— *- '„+,» 


-•«f* 9 
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il est daîr qne, ta étant irrationnelle , toutes les qmntilliljy 
ttS tt", «>"' 9 doivent Tétre pareillement. Or, la dernière «'l 
est égale à la fraction continue proposée; donc lu yaleor âil^ 
celle-ci est irrationnelle. 1 

Nous pouvons maintenant , pour rerenir à notre siget|l 
démontrer cette proposition générale. 

Si un arc est commensuraBle avec le n^on, sa tangOÊi 
sera incommensunû»œ avec te même rayen, 

£n effet y soit le rayon = i , et l'arc x = — , xft et ji étal' 

des nombres entiers , la formule trouvée d-dcftsii» donnas^ 
en fn^ant la substitution , 



mm. 

taniF. — = — m 
"« n n—-— «• 

3/1 — ^— m' 



II 



5/1- 






Cl 



7/1— etc» 
0r cette fraction continue est dans le cas du lemme II; cir 
ît est dair que les dénominateurs 3/r,5iv,7Jt, etc. 90^ ^ 
mentant continuellement , tandis que le nniBémteBr m* 
reste de Ta même grandeur, les fractions contposantes leroitt 
ou deviendront bientôt plus petites que- runité , donc b "^ 

m . *^ 

valeur de tang. est irrationnelle ; donc 9 si Parc est con- 

n 
moÊSwrsMc avec le rayon » sa tan^nte sera incomme»- 
surable* 

De là résulte , comme conséquence très-immédiate, It 
proposition qui fait Tobjet de cette note. Soit tz la àetàr 
circonférence dont le rayon est i ; si ir était rationnel, Ttfc 

~ le serait aussi » et par conséquent sa tangente devrait ètit 

4 

irrationnelle : mais on sait , au contraire , qae \m tasgente 

de Tare - est égale au rayon 1 ; donc ir ne peut être ratioo* 
4 

nd. Donc le rapport de la circonférence au diamètre , ti 
un nombre irrationnel (i). 

i) Ott« proposition a ctr dêmonlrrc pour la pivmieBr fobp» |] 
Lambert > dans les Mcmoirec de Berhn , année i7&t. 
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Il est probable que le nombre tt n^est pas même comprit 
'flans les irrationnelles algébriques , c'est-à-dire , qu'il ne 
peut être la racine d'une équation algébrique d'un nombre 
fini de termes dont lés coefficients sont rationnels : mais il 
parait très-difficile de démontrer rigoureusement cette pro- 
position ; nous pouvons seulement faire voir que le quarré 
de ir est encore un nombre irrationnel. 

£n effet , si dans la fraction continue qui exprime tang. j*, 
on fait x=ir 9 à cause de tang. ir = o , on doit avoir 

5 ir» 

9 — etc. 

Mais si TT' était rationnel, et qu'on eût 17' nz — , m et m 
élant des entiers , il en résulterait 

3 — p— fit 

d/z— -. — m 

7— — m 

9/1 

II — etc. 

Qr , il est visible qu« cette fraction continue est encore 

dans le cas du lemme II , sa valeur est donc irrationnelle, 

et ne saurait être égale au nombre 3. Donc le quarré du 

^appqrt de la circonférence au diamètre ^ est un nombre 

irrationnel. 

NOTE V. 

Ou ron donne la solution analytique de divers 
problèmes concernant le triangle , le quadri- 
latère inscrit , le parallélépipède et la pjra^ 
mide triangulaire. 

PEOBLEMB PREMIER. 

Étant donnés les troif côtés d*un triangle , trouver sa sur- 
face y le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle cir^ 
conscrit. 

Soient les côtés BC==: ^i, AC = ft, AB= c; si du som- fig. 274. 
met A on abaisse la perpendiculaire AD sur le côté opposé 

BC, on aura * Âic = ÂB + BC — aBC X BD j donc ED = * ja. 3, 



9 

^gS H O T X T. 

. • Cette valeur donne AB — BD oa AD=:«' 

— 1— ï- ) =-î ' V—T- ^jdbntAD 

V a a y 4 ^ 

= ^^-^ ^^ — —r' —• Soit S raîrtî du triangle, 

7, a ' 

on aura S = 7 BC X AD ; do^c 

Cette formule peut encore se réduire à une autre forme 
plus commode pour le calcul -logarithmique ; pour cela il 
faut observer que la quantité 4^* C* — (^* + c* — b*}* est 
le produit des deux facteurs 2 flc-f-(a*+c* — 6*) et 2 ac— 
(rt' -j-c* — ô») ; le premier= (a-hc)' — i* = (a-f-c+i) 
(fl-f-c— ft); le second=6*— (a— c)*=(^H-a— c) (<^— «+c); 
donc on aura f 

Enfin si on fait ^=py ce qui donne <ï+ô-f-c=a/?, 

on aura encore phis simplement 

S = V'^ (/> . 7> — a .p — b .p — c). 

D*oi\ Ton voit que pour avoir la surface d'un triangle dont 
1rs trois c<!ktôs sont donnés , il faut prendre la deini- somme 
dos trois ixVtôs, de i^tto demi-somme retrancher successive- 
ment chacun des ci^tos , ce qui donnera trois restes , molti- 
plier ces trv^is restes entre eux et par la demi-somme des 
i\Nt^s « et enfin extraire la racine qnarrée du produit : cette 
racine sera Taire du tnan|rle. 

SvMcnt maintenant f le rayon du cercle circonscrit an 
tnaiiji^le « et « le rayon du cende inscrit dans ce même tri- 
auaiîe. ^\n aura suivant la prop. xxxix, lir. m^ 

: ^ V ^ S S , 

: - — :— et a z= = ~ : donc en suAstituant la 

N <-|-f-f-4- p 

xv*rt;r ;rv>u>t>f de $• il ^î^rrvîra 

: .r ' : ^ 

\* • . « ^ 



,.* = l .- -^-- ), 
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A 



PROBLBXE II. 



Etant donnés les quatre côtés et un quadrilatère inscrit , 
trouver le rayon du cercle y la surface d{i quadrilatère et 
SCS angles. 

Soient les côtés donnés AB=a , BC==è, CD=c , DA=£/; ^' *7?: 

et les diagonales inconnues AC=i:f?, BD=:/, on anra , sni- 

X ad'\-bc 

▼ant le théor. 33 • Hv. m • xYz=.ac-\- bd et -=z -r; ;. 

' * -^ y ab + cd* 

d'où Ton tire . 

__ • f{ao^d) (ad-^bc)\ _ y /(ac^d) {ab+cd)\ ^ 

*~ V V ab^cd y^~~V \ '^'-^c ) 

Maïs , suivant le problême précédent , le rayon du cercle 

circonscrit au triangle ABC , dont les côtés sont a^b^x^ pent 

, , • ab X 
s'exprimer par la formule z = — = ; ; r-;* 

Substituant an lieu de .r la valeur qu'on vient de trouver 
et décomposant le résultat en facteurs , on aura 

y r {ac-^-hd) {ad^hc) {ab-^e£) T 

• ' ■ 

^ -.abx 

Cela posé , l'atre du triangle ABC = , celle du trian- 

z 

\cdx 
glo ADC = ^ ; donc l'aire du quadrilatère ABCDn:: 

z • 



Z 



Et si on fait, pour abréger , />=4 («-|-ôH-c-|-€j?),t)n 
aura l'aire ABCD =v/ {p—a,p—b,p—c.p—d). Enfin pour 
avoir l'un des angles , par exemple , l'angle B , on obser- 

vcra que le triangle ABC donne cos B == ■ ■ > 

2 ab 

substituant la valeur de x et réduisant , ou aura cos B 1=; 

a^+b' — c^—d^ ^ ,, . 1— cosB 

; ;— — • De la on tire — , ou tang.* -j Bt 

2ab+iicd - i-hcosB ^ 
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Sg. a77J Da/if /!? quadrilatère ABDG dont les angles opposés^ 
et C sont droits , étant donnés les deux côtés AB , AC avec 
ra¥tgte compris BAC , trouver les deux autres côtés et la 
diagonale AD. 

Soit AC = ^ , AB = c , et Tangle BAC = À ; si Ton pro- 
longe BD et AC jusqu'à leur rencontre en £ , le triangle 
BAE rectangle en B , où Ton connait l'angle BAH et le côté 

c ' c 

AB , donnera AE = ; donc CE = b. Ensuite 

cos A cos A 

le triangle DCE rectangle en C , où l'on connait le côté 

CE et l'angle CDE = A, donnera CD=rCE cet A=: 

c— ô cos A ^ _ ,, ,, «^^ ^ — ccosA 

: — ; . On aura donc semblablement BD = — : — - — 

sin A sin A 

Ce sont les valeurs des deux côtés cherchés du quadrilatère. 
De - là résulte la diagonale A D == j/ ( A c'+ D c') = 

v/( ^' + ( . . j=^^^ r-r -^ Mais par 

V \^ ^ sin A y sm A 

le triangle BAC on aurait BC = {/{b^ + c* — aôc cos A). 

Donc la diagonale AD , qui joint Ifes deux angles obliques, 

est à la diagonale BC qui joint les deux angles droits :: i 

,:sin A. 

Scholie, La diagonale AD est en même temps le dia- 
mètre du cercle dans lequel le quadrilatère ABDC serait 
inscrit. 

Dans ce cercle on aurait l'angle ABC = ADC , donc en 
abaissant CF peqiendiculaire sur AB , les triangles BFC , 
ADC sont semblables et donnent AD : BC:: AC:FC::i : 
sin A ^ ce qui s'accorde avec le résultat précédent. 
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PROBLÂMB IV. 

Étant donméfs les trois arêtes d^un parallélépipède avec 
les angles qu"" elles font entre elles , trouver la solidité du 
parallélépipède. 

Soient lc# arêtes SXzrz/^ SB=:^, SC=A, et les angles ^5 *7*- 
compris A5B=:y , ASC =6 , BSC = a. Si du point C on 
abaisse CO perpendiculaire sur le plan ASB , Je triangle 
rectangle CSO donnera CO = CS sin CSO = A sin CSO. D'ail- 
leurs la surface du parallélogramme ASBP =^ sin y. Donc 
si on appelle S^la solidité du parallélépipède ST, on aura 
S:=i/gh sin a. sin CSO. Il reste à trouver sin CSO. 

Pour cela du point S comme centre et d*un rayon = i , 
décrivez une surface sphérique qui rencontre en D , E , F, G , 
les droites SA , SB , SC , SO-; vous aurez un triangle DEF 
dans lequel Tare FG est perpendiculaire sur £D , puis«> 
que le plan CSO est perpendiculaire sur ASB. Or le 
triangle DEF, où l'on a les trois côtés DE=:y, DF = 

^^ , ^ COS € COSocCOSy . ^ 

C , EF=à, donne cos E=: : : -^ et sinEzi: 

sin a sin Y 

l/' ( I — cos* a — cos' 6 — cos* y-{- 7. cos a. cos € cos y ) 

sin a sin «y 

Ensuite le triangle rectangle EFG donne sin GF ou sin CSO 

= sin £ sin £F= sin a sin £. Donc S:=zfgh sin a sin y sin £» 

ou 

S=/^^/(i — cos*a— cos*6— cos*y-|-2co8«cos€cosy\ 

Bans cette expression la quantité sous le radical est le 

T>ra<luit des deux facteurs sin a sin y + co« S — cos a cos y ( t 

•in a sin y^cos 6+cos a. cos y. Le premier=cos 6— cos («4-^) 

;iz a sin ^ ^ sin ^ — » ^e second=cos (œ — y) — cos S 

3:^2 sin ^sin » Donc la solidité cherchée 



^M y/ U 



sin- • siD = sin — ■ — sm — - — | • 

a a a a J 
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PROBLâMBV.' 

t 

• d - 

Les mêmes choses étant données que dtms l» proWme 
précédent ^ trouver Vexpression de la diagenaie quijoinÈ 
deux sommets opposés. 

££• 278. Soit la diagonale de la basé SP = z el 1» diagonale 
chercLée ST = « ; te triangle ASP dans lequel eoa SAP 
= — co» y , donnera z'=^' +^ + a^cos y; pareîllenMSl 
le triangle TSP dans lequel co» TPS= — eos CSF, don- 
nera u*z=:z*+h^+ihz cçs CSP. Il ne s'agit j^hia que 
d'aToir le cosinus de Fangle CSP ou de Tare FH : or 
dans le triangle sphërique £FH , on a cos FH=: 
cos £ F cos £ H 4- sin £F sin £H cos £ ; substituait les 

^^ ^ cos e — cos a cos Y ., . _ 

valeurs ££= a et cos E = — ^ — : : , il ^viendra 

sm flc sin y 

sinEH, ' 

cos FU=:cos aCOsEH-^ : (cos € — cos a cos Y)=i 

sin «^ 

sin £H cos 6 sin (y — £H). cos a sin EH cos g+sin DHcos a* 
siny sin y sin y 

Donc 2^2 cos FH , ou 11 h z cos CSP = 2^ cos 6. 

5 sin EH z sin DH .^ 

— : \^^n cos a. — : . Mais dans le tnangle BSP 

âin y sin y 

^^ SP sin BSP ^ SP sin BPS 

on a BP = — : — ^ et BS= — : — , ce qui doniM 

•^ sinSBP sinSBP ^ 

; sin EH ^ z sin DH _ , „ 

— : •=/el — : z=g. Donc ^hz cos CSP = a/* 

sm y sin y 

cos ^-\-^gh cos a. Donc enfin le quarré de la diagonale 

cherdiée : 

u* =/^ +5' -h^* -h ^/g cos y 4- ^/h cos 6 + ^gh cos a. 

Corollaire. L'angle solide A est formé par les arêtes 

/y§yhy faisant entre elles deux à deux les angles 200^— y ^ 

200**— 6, a; ainsi il suffit de changer les signes de cos y et 

cos € dans l'expression de SE pour avoir celle de AM. 
Faisant de même pour les deux autres diagonales , on aura 
les valeurs de leurs quarrés comme il suit : 
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ST =/*+^+A*+a/^cos Y + a/A cos 6 + 2 ^A cos « 
AM =1/^ +é^+ A'— ^y^ cos y — %fh cos 6 + 2 ^ A cos « 
BNr=/*4^'4- )4*^ 2/^ cos Y + 2/A cos €— 2 ^ A cos a 

C P =/**+5^-|- A'+ %fg cos y 2/*A cos 6 ■— 2 ^ A COS oC 

De là on lire ST + AM+BNVcp'==4/* + A^-f-4^^ 
Donc^ dans tout parallélépipède y la somme des quarrés des 
^quatre 'âlagondles est égale a "la ^othtnt des quarrés des 
douze arêtes» Ce théorème remarquable et analo.g|ie à celui 
t|tii a 'lieu -d«ns le parallélogramme'* , pourrait se déduire • ^t iti 
immédiatement de ce dernier. Car au moyen des.parallélo- cor. 
gammes SCTP , ABMN , on a 

ST*+ CP = 2 S^ V a SP* 

AM + Bn"== 2 BM*+ a Âb' 
Ajoutant ces deux équations et observant .qu'on ^ $C=:6M 

€t âpV^*= 2SiV<a^\ il viendra SÏ*+'Âm'+ 
5n*+ CP*= 4 SA + 4 SB*+ 4 se* 

PROBLEME VI* 

Étant données les trois arêtes qui aboutissent à un même 
sommet d^ûne pyramide triangulaire , et les trois angles 
que ces ariies forment entre elles , trouver la solidité de la 
pyramide. 

Soit S ABC la pyramide triai^ridàire pf^po^e , dans fig. ^7$.. 
laquelle on connaît les arêtes SA =y, SB =^, SC = A , 
et les angles coAipris ASBs=y , A'SC==6 , BSC = a. Si 
sur les arêtes SA , SB , SC , données de grandeur et de 
position , du décrit le parkllâepîpéde ST ; la pyramide 
qui est le tiers du prisme triangulaire BSANMC sera le 
sixieAe dir ]^aâ!ëlèpipede^ST.^Donc en appelant P la soli- 
dité de la pyfkmide , on aura , 'd'après le prdbl. < iv , 
==^l^iî^ 1/(1"^ cos** — c6s*6— cos*y^-acos«-cosgcosy) 

«a V=^jf§n y^\%xxk ■ ^ sm ■ « nt sm » .. ' ■ .■■■sin- ]. 
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PAOBLÂMB TH. 

Étant donnés les six côtés ou arêtes d'une pyramide tiv- 

angulaire y tjouver sa solidité. 

fig. 278. Si l'on conserve les mèmefi dénominations que dans le 

problème précédent , et qu'on fasse de plus BG =/'} 

f*+f^ — h'* 
CA=r^, BA=^' , on aura cos v = 2 eos 6 = 

., 9 cos a = , . Substituant ces va- 

^fh 'kg h 

eurs dans la formule trouvée , et faisant pour abréger 

on aura la solidité demandée 

P=T7V^(4/'^ A*— /•F-— ^G*— A*H'+FGH). 

Dans l'application de ces formules on observera que/, 
g' •, h' ^ désignent les côtés d'une m^éme face ou base, et 
/\ g^ A, les trois autres arêtes , qui aboutissent au sommet, 
leur disposition étant telle que / est opposée k/' ^ g kg 
%thk h\ 

Scholie. Soit A la somme des quatre triangles qui com- 
posent la surface.de la pyramide , soit rie rayon de là sphère 
inscrite ; il est aisé de voir qu'on a Pcz A Xyr; car on peut 
concevoir la pyramide décomposée en quatre autres , qui 
auraient pour sommet commun le centre de la sphère, 
et pour bases , les différentes faces de la pyramide. Ob a 

3P 
donc le rayon de la sphère inscrite r= — • 

A 

PROBLEME yill. 

Les mêmes choses étant données que dans le problème f7, 
trouver le rayon de la sphère circonscrite à la pyramide» 
fi;. 370. ^^^ ^ ^^ centre du cercle circonscrit a« triangle SAB, 
MO la perpendiculaire menée par le point. M sur le plan 
SAB ; soit ^pareillement N le centre du cercle circonscrit 
au triangle SAC, NO la perpendiculaire élevée par le 
point N sur le plan SAC. Ces deux perpendiculaires située* 
dan» un même plan MDN perpendiculaire à SA , se ren- 
«ontreront en un point G qui sera le centre de la sphère 
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cîrconscrike ; car le point O , comme appartenant à la per- 
pendiculaire MO , est à égale distance des trois points S, 
B , A ; et ce même point , comme appartenant à la per- 
pendiculaire NO , est à égale distance des trois pcnnts 
S , A , C ; donc il est à égale distance des quatre points S, 
A 9 B y C» 

On peut imaginer que le point M est détermii^é dans le 
plan S A B , au moyen du quadrilatère S D M H , dont les 
deux angles D et H sont droits ^ et ou Ton a SD = -^y*, 
SH = 7^, et ASB=:'^. Donc on aura (d'après le pro- 

— £^«-^~/*COS Y * 

blèaie ui)^ D M = ^ : semblablement on aura 

sin Y 

sin € 

Appelons D l'angle MDN qui mesure l'inclinaison des 

deux plans SAB , SAC ; dans le triangle sphérique dont 

«,6,^9 ^^^^ ^^ côtés , D sera l'angle opposé au côté a , et 

. . _ cos a — cos «Y cos g 

ainsi on aura cos D = : 7-^ , de sorte qu« 

sin y sin g 

l'angle B peut être supposé connu. 

Cela posé, dans le quadrilatère OMDN dont les deux 

angles M et N sont droits , et où l'on connaît les deux 

côtés MD, DN et l'angle compris MDN=D , on aura 

par le problême m, le quarré de la diagonale OD ^ 

DM + DN — aDM X DN cos D 

' r-rrr . Ensuite dans le triangle 

sin* D ^ 

OSD rectangle en D, on aura SO*==OD*-f-SD*: c'est la 
valeur du quarré du rayon de la sphère circonscrite. 

Si on fait la substitution des valeurs de D M , D N et 
ensuite celle des valeurs de cos D et de sin D , afin d'avoir 
immédiatement l'expression du rayon SO , par le moyen 
des données du problême vi , on trouvera pour résultat : 



^sîn»ot4^*tin»g-H4'«iii *T— 2y^(co8Y- 
ï — - Y/ < — a/?k(cosg — cosacosY)~'a^À(cosa — 



f — a/g (co8Y — cosg cosa 
go — 1 y/ ^ — a/h (cos g — cos a cos y)— agh ( cosa — cosY cos 

acos^«o8 




N- 
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NOTE VI. 

Suria plus œurte distance de deux droites non 
situées dans le ménie pian. 

fig. aSo. Soient h^ , CD , deux droites données , non situées dans le 
même plan , dont il s'agit de trouver la plus courte distance. 

Suivant AB faites jpasser deux ptans perpendiculaires 
entre eux qui rencontrent CD l'un en C , Tautré en D - des 
points C et. D abaissez CA et DB pei^ndicnlaires ^sun AB; 
dans le plan ABD menez DE parallèle et A£ perpendiculaire 
à BA, ce qui formera le rectangle ABDE ; dans le plan CAiS 
joignez CE et menez AI perpendiculaire à CE ; enfin dans le 
plan CDE men£z IK parallèle à DE jusqu'à la rencontre de 
CD en K, faites AL = IK et joignez KL; je dis , i® que la ( 
droite KL est perpendiculaire à-la-fois aux deux droites / 
données. AB, CD; a** que cette même droite KL est plus 1 
courte que toute autre qui joindrait deux points des lignes J 
AB , CD , et qu'ainsi KL , ou son égale AI , est la plus courte 
distance demandée. 

En effet, i** les trois droites -AB", AC, AE étant par 
construction perpendiculaires entre elles , l'une id'elles AB 
est perpendiculaire au plan des deux autres ; donc AB 
est perpendiculaire à AI ; d'ailleurs Kl est parallèle à DE, 
et DE à AB , donc Kl est parallèle à AB , et puisqu'on a fait 
AL=KI, il s'ensuit que la figure AIKL est un rectangle. 
Cela posé , l'angle AIK est droit ainsi que AIC , donc la 
droite AI est perpendiculaire au plan KIC ou CDE; dope 
sa parallèle KL est perpendiculaire au même plan CDE, 
et ,par conséquent est perpendiculaire à CD. Donc, i^^la 
droite KL est perpendiculaire à-la-fois aux deux droites 
AB , CD. 

2" Soit M un point quelconque de la droite CD ; si par 

ce point on mené MN parallèle à DE ou à AB , la distance 

du point M à la droite AB sera égale à AN , puisque l'angle 

' BAN est droit. Or on a AN > AI ; donc AI est la plus courte 

distance des lignes données AB , CD. 

Soient les perpendiculaires CA=:a, et DB=iAE=:^; 



itOTl VIT. 3o5 

on aura CEzny/ (/i* + ô* ) ; et parce que Taire du triangle 
ACE s'exprime également par f AC X AE et par t CE X AI , 

^ ■ ACXEA ^^ \n. n 

on. aura AI=s ' "' 'v,'" '=^ — 7~i tt^* C est 1 expression 

CE \/(« +^ ) 

de la plus courte distance des lignes données. 

Si en même temps pn fait la distance AB == c , et qu'on 

appelle A l'angle compris entre les deux lignes données, 

c'est-à-dire l'angle CDË , compris entre la ligpe CD et un^ 

parallèle DE à la ligne AB , le triangle CDE rectangle en £ 

PE c 

donnera cos CD£= —7- , ou cos Anr 



CÔ' ~\/(«* + ^" + c*)* 

€tT on a CD = CE + ED = «* + ^« 4- c» . De là on tirerait 

NOTE VIL 
Sur les poljrèdres symmétriques. 

C'est pour plus de siiuplipit^ que npns ayons supposé 
dafis 1^ déf. x6, liv. YI, qjae le ]^an auquel les polyèdres 
spnm^triqu^ sont rappo]:)té^ , est le plan d'une face : on 
pourrait supposer que ce plan est un plan quelconque , 
et alors la définition deyiendrait phis générale , sans qu'il 
y. eût rien à cbanger à la (démonstration de la propos, ij, 
par laquelle Qou$ avons établi )es relations mutuelles de» 
deux polyèdres. On peut aussi pi:endre upç idée très-juste 
de la luaniere d'être de ces de,u^ solides^ en regardant Tun 
des deux comjpie l'image de l'au^i^je foi^née dans un miroir 
plan, lequel tieiidr^ lieu du plaji^ d^t no^s yeistons de 
parler^ 

NOTE yjIL 
Sur ^proposition XXV^ livre Vil. 

Ce théorème qu'Eùler a déqiontfé le premier dans les 
Mémoires de Pétersbourg, année 17 58, offre plusieurs 
conséquences qui méritent d'être développées. 

z^ Soit a le nombre des triangles , h le nombre des qua-> 
Onz. éd. 20 
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drilaterés , c le nombre des pentagones , etc. qiii composent 
la surface d'un polyèdre; le nombre total des faces sert 
a + ^ +^ + ^+ etc. , et le nombre total de leurs côtés sen 
Sa+ 4^+ Sc+6d+ etc. Ce dernier nombre est double de* 
celui des arêtes , puisque la même arête appartient à deni 
faces j ainsi on aura 

H=a+è + c4-J4-etc. 
a A = 3a -4- 4è -4- 5c 4- 6^/+ etc. 
Et puisque 9 suiyant le théorème dont il s*agit, S+H=A 
-f-a y on en tire 

aS=4+a+264-3c+4<f+etc. 
Unç première remarqua que fournissent ces valetirs , c'est 
que le nombre des faces impaires a+c-f-e+etc. est tour 
jours pair. 

On peut faire pour àhrégeriùzzib+^c+^d+eic,^ et 
aloi^s on aura 

S=2H-tH+-Jcd. 
Ainsi dans tout polyèdre on a toujours A >| H, €tS> 
2 +4 H , où il faut observer que le signe > n'exclut pas l'éga- 
lité, attendu qu'on pourrait avoir a>=o. 

Le nombre de tous les angles plans du polyèdre est a A) 
celui des angles solides est S , de sorte que le nombre moyen 

2 A 

des angles plans qui forment chaque angle solide, est — -. 

■3 

Ce nombre ne peut être moindre que 3 , puisqu'il faut 
an moins trois angles plans pour former un angle solide; 
ainsi on doit avoir 2 A > 3S, le signe > n'excluant pis 
l'égalité. Si on met au lieu de A et S leurs valeurs en 
Heto), onaura3H+<o>6-f-^H+|-a),ou3H>i2+«. 
Remettant les valeurs de H et (t> en a ^ b^ c , etc. , il e& 
résultera 

3« + 2^ + c > 1 2 + e -f- 5^+ 3^-f- etc. 
d'où l'on voit que a^ b, c, ne peuvent pas être zéro a-ls* 
fois , et qu'ainsi il n'existe aucun polyèdre dont toutes les 
faces aient plus de cinq côtés. 

Puisqu'on aH>4-f-jCo,la substitution dans les valeurs 
de S et de A donnera S>4-|-yû>, et A>6+co. Mais en 
même temps on a co < 3H-— 1 2 ; et de U il résulte S < 2H—- 4) 
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L< 3H—5, OÙ l'on se souviendra qu« les, signes > et 
'exdaent pas l'égalité. Ces limites ont lieu généralement 
9 tous les polyèdres* 

? Supposons aA>4S, ce qui convient à une infinité 
polyèdres , et nommément à ceux dont tous les angles 
des sont formés de quatre plans ou plus , on aura dans ^ 
:as H>5+a>, ou , en faisant la substitution ^ . 

/ï > 8 H- c H- 2^/4^ 3e 4- etc. 
le il faut que le solide ait au moins huit faces triangu* 
es ; la limite H > 8 -Hw donne S>64-«,etA>2 •^Hozâ* 
[a on a en môme temps(d<H«-8 ; et de là résulte S<H 
», A<2H — 4. 

)? Supposons aA> 59, ce qui renferme entre autres 
j^èdres ceux dont tous les angles solides sont au moins 
ntuples , il en résultera H > 20 + 3 cû , ou 
« > 20 4- 2 ^ -f- 5 c -f- 8 €/-f- etc. 
on aura en même temps S > 1 2 + 2 » , et A > 3o -4->56> ; ' 
in de ce que <o < ^ (H -^ 20), on tire les limites S << 

a— 2),A<f(H— 2). 

>n ne peut supposer 2A=:= 68; car on a en général 
4-2Cû-f-i2=6S; donc il n'y a aucup polyèdre dont 
s les angles solides soient formés de six angles plans oa 
s ; et en effet la moindre valeur qu'aurait chaque anglt 
a , l'un portant l'autre , serait l'angle d'un triangle équi<! ' 
irai , et six de ces angles feraient quatre angles droits^ 
qui est trop grand pour un angle solide* 
.^Considérons un polyèdre dont toutes les faces strient 
inigulaires , on aura O) :r= o , ce qui donnera A =z= 1- H , et 
= a -^ V H. Supposons en outre que tous les angles solidiea. 
polyèdre soient en partie quintuples , en partie sextu* 
I ; soit/7 le nombre des angles solides quintuples, q celui 
sextuples , on aura S =:/> ■+- ^ et 2 A zn 5/? H- 6q, ce qui 
me 68— 2 Ar:ip : mais on a d'ailleurs A=£| H, et S=s 
--H; donc/?=s6S — 2A=:i2. "Donc si un polyèdre a 
tes ses /aces triangulaires^ et que ses angles solides soient 
partie quintuples , en partie sextuples ^ les angles soUdesf 
ntuplès seront toujours au nombre de i%t Les sextuples 
vent être en nombre quelconque : ainsi , en laissant ^ 
éterminé, on aura dans tous ces solides S=: xa-)-^,! 
= 20 + 2^^ A=:3o + 3^, 

^0. 
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Nous terminerons ces applications par la recherplie àa 
nombre de conditions ou données nécessaires pour déter- 
minèt un polyèdre; question intéressante , et qu'il ne parait 
pas qu'on ait encore résolue. 

Supposons d*abord que le polyèdre soit d'une espèce dé- 
terminée, c'est-à-dire qu'on connaisse le nombre de ses 
faces, le nombre de leurs côtés individuellement, et letf 
disposition les unes à l'égard des autres. On connaît donc 
les nombres H , S , A , ainsi que a^b^c^d^ etc. ; il ne s'agit 
plus que d'avoir le nombre de données effectives , lignes oa 
angles, parle moyen desquelles le polyèdre peut être coiu* 
truit et déterminé. 

Considérons une des faces du polyèdre que lioiis pren- 
drons pour sa base. Soit n le nombre de ses côtés ; il faadn 
ixn — 3 données pour déterminer cette base. Les angles 
solides bors de la base sont au nombre de S — - n ; le som- 
met de chaque angle exige trois données pour sa détermi- 
nation; -ainsi la position de S-^/i sommets exigerait 3S— 
3/t données, auxquelles ajoutant les a/i — 3 de la base^ 
on atirait en tout 3 S — /?-r-3« Mais ce nombre est en gé- 
néral trop grand , il doit être diminué du nombre de cpih 
ditions nécessaires pour que les sommets qui répondent à 
une même face soient dans un même plan, ^ous avoDS 
appelé n le nombre de côtés de la base, appelons de mène 
n' f n", etc. les nombres de côtés des autres faces. Trois 
points déterminent un plan ; ainsi ce qui se trouvera de 
plus que 3 dans chacun des nombres n' , «", etc. donnera 
autant de conditions pour que les différents sommets soiest 
situés dans les plans des faces auxquelles ils appartiennent f 
et le nombre total de ces conditions sera égal à la somme 
(«'— 3) -h ( n"— 3 ) 4- {n"'—V) + etc. Mais le nombre des 
termes de cette suite est H' — i , et d'ailleurs /i-f-w'-f»* 
-|-etc. = 2A : donc la sonmie de la suite sera tià A — /}-* 
3(H — i). Retranchant cette somme de 3S — « — 3,ilreS' 
tcra 35 — 2A-|-3H — 6, quantité qui, à cause de SH-H== 
A-f-2 , se réduit à A. Donc le nombre de données nécessaires 
pour déterminer un polyèdre , parmi tous ceux de la mcnii 
espèce , est égal au nombre de ses arêtes, 

Kemarquez cependant que les données dont il s'agit se 
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doivent pas être prises au liasard parmi les lignes et les 
angles qui constituent les éléments du polyèdre ; car , quoi- 
qu'on eût autaqt d'équations que d'inconnues , il pourrait 
se faire que certaines relations entré les' quantités connues 
rendissent le problème indéterminé. Ainsi il sen^lerait , 
d'après le théorème qu'on Tient de trouvei^, que la connais- 
sance des arêtes iseules suffit en général pour déterminer un 
polyèdre ; mais il y a des cas où cette connaissance n'est 
pas suffisante. Par exemple , étant donné un prisme non 
triangulaire quelconque , on pourra former une infinité 
d*aures prismes qui auront des arêtes égales et placées de 
la même manière. Car, dès que la base a plus de trois côtés , 
on peut , en conservant les côtés , changer les angles , et 
donner, ainsi à cette base une infinité de formes différentes ; 
on peut aussi changer la position de l'arête longitudinale 
du prisme par rapport au plan de la base , éhfin on peiàt 
Boni]>iner ces deux changements l'un avec l'autre ; et il en 
résultera toujours un prisme dont les arêtes ou côtés n'au- 
ront pas changé. D'où l'on voit que les arêtes seules ne 
suffisent pas dans ce cas pour déterminer le s(^ide. 

Le» données qu'il confient de prendre pour déterminer 
un solide, sont celles qui ne laissent aucUhé indétermina- 
tion , et qm ne donnent absolument qu'une solution. Et 
d'abord la base ABCDE sera déterminée entre autres ma- fig- 281. 
nieres , si on connaît le côté AB , avec les angles adjacents 
BAC , ABC , pour le point C ; les angles BAD , ABD, pouk» 
le point D, et ainsi des antres, ^oit ensuite M un point dont 
U faut détermine' la position hors du plan de la base ; ce 
point sera déterminé , si , en imaginant la pyramide MABC , 
ou seulement le plan MAB, on connaît le$ angles MAB, 
ABM , et l'inchnaison du plan MAB sur la ba^se ABC. Si 
on détermine , par le moyeh de trois données pareill-cs la 
position de chacun des sommets du polyèdre hors du plan 
de la base , il est clair que le polyèdre sera detcnniné abso- 
Jument et d'une mani'ere unique , de sorte que doux polyè- 
dres construits avec les mêmes données seront nécessaire- 
ment égaux ; ils seraient cependant symmétriques Van de 
l'autre , s'ils étaient construita dé' différents côtés du plai^ 
de la ba&ô« 



3x6 _ iroTB.Tiii. 

n nVst pas loujours nécessaire d'avoir trois donnée! 
pour déterminer chaque sommet d'un jpolycdre ; car si 
le point M doit se trouver sur un plan déjà déterminé dont 
l'intersection avec la base soit FG , il suffira , après aviwr 
pris FG à volonté» de amnaitre les angles MGF,.1IFG; 
ainsi il faudra une donnée de moins. Si le point M doit «e 
trouver sur deux plans déjà déterminés , ou sur leur intov 
section commune MR qui rencontre le plan ABC en K, os 
connaitra déjà le c6té AK, l'angle AXM , et l'inclinaisondt 
plan AKM sur la Ibse ; il suffira donc d'avoir pour noavelle 
donnée Tangle MAK. C'est ainsi que le nombre de donnéei 
nécessaires pour déterminer un polyèdre absoltunent et 
d*ùne manière unique t se réduira toujours am tiombre A 
ses anètes A* 

Le côté AB et un nombre A«-« x d'angles donnés déto^ 
minent un polyèdre ; un anire côté à volonté et les roénei 
angles détermineront unpplyèdre semblable. D'où ilsnitqitf 
le nombre de conditions nécessairps pot^r que deujc poljéditi 
de la même espèce soient semblables , est égal au nombre àt 
pa*étes moins un. 

\jk question qu'on vient de résoudre serait beaucoup plm 
simple si on ne connaissait pas l'espèce du polyèdre, içais 
seulement le nombre de ses angles solides S» Déterminex 
alors trois sommets à volonté par le moyen d'un triangle 
où il y aura trois données ; ce triangle sera regardé comme 
la ba^e du solide , ensuite les somro^ets hors de cette iMse 
seront au nombre de S — 3 ; et la détermination de cbacos 
d'eux exigeant trois données, il est clair que le nombn 
total de données nécessaires pour déterminer le polyèdre, 
sera 3 + 3 (S — 3), ou 3 S — 6. 

Il faudra donc 3 S -^ 7 conditions pour que deux polyè* 
dres qui ont un égal nombre S d'angles solides soient seà- 
Uables entre eux. 

NOTE IX. 

Sur les polyèdres réguliers. (Voyez Pappendice 

au liseré VII.) 

Kous nous sommes attachés dans la proposition II de cet 
appendice à démontrer l'existence des cinq polyèdres réga- 
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li^i, c'est-à'dire, lapossibilifé d'arranger un certain nombte 
de plans égaux de manière qu'il en résulte un solide uniforme 
dans toute son étendue. H nous a paru que dans d'autres 
ouTrages on suppose cet arrangement existant , sans trop 
en rendre raison ; ou bien on ne le démontre , comme a 
fait Ëuclide, que par des figures compliquées et difficiles 
il entendre. 

Le problème de déterminer l'inclinaison de deux faces 
adjacentes du polyèdre, et celui de déterminer les rayons 
des sphères inscrite et circonscrite , sont réduits dans le^ 
problèmes Œ et IV à des constructions fort simples ; mais 
il ne sera pas inutile d'appliquer à ces mêmes problèmes le 
calcul trigonométrique qui fournira d'ailleurs de nouvelles 
propositions. 

Soient a^ b, c, lès trois angles plans qui composent l'angle fig> aaa. 
solide O , et soit proposé' de trouver l'inctinaison des plans 
où sont les angles a et b^ on décrira du centre O le trian- 
gle spbérique ABC , dans lequel on connaîtra les trois côtés . 
BC = 0, Â.C:=zb, XB:=:c, et il faudra trouver l'angle C 
compris ei|tre les côtés a et b. Or, par les formules con- 

cos c*-^cos a cos 5 

nues , on a eos C = -, r-^ . C^te formule appli- 

sui a sm b 

quée aux cinq polyèdres réguliers , va nous faire connaître 

rinclinaison de deux faces adjacentes dans chacun de ces 

solides. 

DoBS le tétraèdre^ les trois angles plans qui composent fig- H^« 

l'angle solide S, sont des angles de triantes équilatéraux ; 

soit donc la demi -circonférence ou l'arc de 200° =^y on 

cosa — cos* a 
aura «=:ô;=:c=:jif; donc cos C = ■ 

sm' a 

eos a ( T^— )Sos a) cos a 



id-U. 



; mais on sait que cos f ir 



I— rccî^*a, i+cosa 

= 4 9 donc cos C'ïz: j. 

Dans Vhexaèdrt ou cube , les trois angïes plans qui for- %• st44« 
ment l'angW solide A , sont des angles droits ; ainsi on a 
€i=^=:c=-y«, et cos a=o, donc cos Cr=o. Donc l'angle 
de deux faces adjacentes est un angle droit. 

Dans rociaèdrt, si l'on fait a = DAS=-f «^ 5 = DAT fig- ^^ 

X ww,È.t^ r ^ COS 4 w— COS* 4^ 
=jir, c=TAS=:4w»onauracosC==: ' , . 2— 

sui*f« 
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Or, co»7ir = o, cos j«=i-|-, nnj'Kz:z-^}/3;d€mccOiCdî 

— y. D*où Ton voit que rinclinaison des faces de FocUïèdre 
et l'inclinaison des faces du tétraèdre sont deux angles siip- 
plëments Tune de Fautre. 

Dans lé dodécaèdre , un angle sblCd^ est forme de trois 

angles plans égaux, chacun, à l*alig!e d\in pentagone 

régulier ; ainsi , en faisant a •=. h -zzz c -zzi \ ic ^ on aura 

':Cosa , 1 1— \/5 

cos C = ; mais cos J « =: — sin ~ -* = , 

x+-cos<t 4 

^ I— V/5 ï . ^ à 

donc cos C=^-^ = - -,, sm C=^, « tang C=: 

— a. 
ig- 247- jjj^^^ Ticosàèdre , îl faut jfaïre <? = C fe' D' = | « , fl = 

^. •»•.« . >* COS|lP— CQS'|« 

i j=C' B' A' sr-î «, et ort aura cos Cifc-^-A 2-= 

* ' sin' ^- « 

♦^'^^ ^ * =r ; doiiiJ «à ICii:|. Trfles sont les 

expressions très simples par lesquelles on détermine llndî- 
naison de deux facf's dans les cinq polyèdres réguliers. Mai» 
nous remarquerons qu'on aurait pii les comprendre dans , 
une seule et môme formule. 
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En effet, soit n le nombre de côtés 'de chaque face, mie 

nombre d*angles plans qui se réunissent d&ns chaque angle 

solide ; si du centre O et d'un rayon rz: i , on décrit une 

surface sphérique qui rencontre en />', ^; r, les ligii'èft OA, 

OÇ , OD , on aura un triangle sphéHqUe jd q r; dani lequel 

. .ir ^ - » « 

oh connaît Tangle droit r, l'angle/? =: — , et l'angle ^=:—; 

m n 

on aura donc , par les formules connues , cos g /•= -^ . • 

slûç 

Mais cos q r=i cos COD =± sin CPO =: sin |^ C, C dési- 

- ^c r 
COS — ' 

' ■ Wl ■" 

gnant l'angle CDE; donc sîn^.C = — • Formule gt'nè- 

. sîn-r- 
n 

raie qui , appliquée siiccessiveinènft liui cinq piolyèdres, 
donnerait les mêmes .taleur» de côs C Ou de i -^ a sin* \ C 
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qu'on a trouyëes par une autre voie; pour cela, il faut subs- 
tituer, daÀs chaque cas -, les valeurs de met n^ savoir : 

Tétraèdre, Hexaèdre, Octaèdre, Dodécaèdre, Icosaèdre* 
m z^ 3,3,4 9 3 ,5** 

n = 3,49^9 S 9^« 

Le même triangle sphérique pqr, d*où l'on Tient de 
déduire l'inclinaison de deux faces adjacentes , donne 

CO « w ^ 

cos pq = cot p cot ^ , ou -— -- = cot — cot — . Donc , si on 

OA m n 

appelle R le rayon de la sphère circonscrite au polyèdre , 

et r le rayon de la sphère inscrite dans le même polyèdre y 

R ir w 

•n aura — = tang — tang — ; d'ailleurs , en faisant le côté 
r m n 

AB = <!> on a CA=-^ — , et par conséquent R* =^* + 
,■ ic 
sm — 
n 

■ * Ces deux équations donneront pour chaque polyèdre, 

• • ""^ 
sin* - 

n 
les valeurs des i^ayons R et r des sphères circonscrite et 

inscrite. Oik t aussi , en supposant C connu , r==: 7 â cot - 

Ung-^C etR = f aUng tang^^C. 

m 

Dans le dodécaèdre et l'icosaèdre , oA Toit 'que le rapport 

a la méimc Valeur tang -— tang --. bouc , si R est le même 

pour tous les deux , r sera aussi le même ; c'est-à-dire , que 
si ces deux solides sont inscrits dans une même sphère , âi 
seront aussi circonscrits à la même sphère , et vice versa. 
La même propriété a lieu entre Thexaèdre et l'octaèdre, 

puisque la valeur de — est, pour l'un et pour l'autre, 
«ai^g V tang -j-. 

D 4 

remarquons, que les polyèdres réguliers ne sont pas leS 
seuls solides cpii soient compris sous des polygones réguliers 
égaux) caTi si on adosse par une f^çe comnotone deux té- 
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traèdres réguliers égaux, il en résultera un solide compris 1 ^ 
sous six triangles égaux et équilatéraux. On pourrait encore 
former un autre solide avec dix triangles égaux et équilaté- 
raux ; mais les polyèdres réguliers sont les seuls qui aient eo 
même temps les angles solides égaux. 



NOTE X. 
Sur l'aire du triangle sphérique. 

Sok X le rayon de la sphère, ir la demi-drcotiféreDce d'un 

iprand cercle; soient a, b, c, les trois côtés d'un triangfc 

ftpliéri<iue ; A , B , C , les arcs de grand cercle qui mesurent 

les angles opposés. Soit A + BH-C — ir=:S ; suÎTant ce 

*a3, 7. qui a été démontré dans le texte *, l'aire du triangle sphé- 

nque est égale à l'arc S multiplié par le rayon , et ainsi 

est représentée par S. Or,j)ar les analogies de Néper, I 

ona: 

A-4-B C a — b a-{-b 

tang— ^ :cot — ::cos :cos ; 

^ % a - 2 a 

àe là , tirant la valeur de lang -j ( A + B) , on en déduira 
aisément celle de tang (IX+TB+tC) = — cot ^ S : od 
aura ainsi 

eot f« cot 7Ô4-COS C 

cotiS = '- r > 

sin C 

formule très -simple qui peut servir à calculer, l'aire d'un 
triangle sphérique lorsqu'on connaît deux côtés a , b,t\ 
l'angle compris C. On peut aussi en déduire plusieurs con- 
séquences remarquables. 

1^ Si l'angle C est constant , ainsi que le produit 

cot — cot — , l'aire du triangle sphérique représentée par S, 
a a . 

%.aS2. demeurera constante. Donc deux triangles C AB , CDË, 
qui ont un angle égal C, seront équivalents, si on a 
tang^ CAitang^ CD:: tang^ CE:tang^ CB , c'est-à-dire , si 
les tangentes desÉioit^^ des côtés qui comprennent l'angle 
égal, sont réciproquement proportionnelles. 

a^ Pour faire sur le côté donné CD et avec le même 
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angle C« un triangle CDE équivalent , an triangle donné 
CA^ 9 il fant déterminer CE par la proportion : 

tang-i CD : tang^ CA : : Ung^ CB : tang ^ CE. 

3*^ Pour faire avec l'angle du »oniniet C un triangle isos- 
cèle DCE équivalent au triangle donné CAB, il faut 
prendre tang-; CD, ou tangv CE, moyenne proportionnelle 

entre tangj CA et tang^ CB. 

cot ^ a cot -j fe 4- cos C 

4** La même formule cot-î- S :=: : — 

8in C 

peut servir à démontrer d'une manière très -simple la pro- 
position XXVI du livre VII ; savoir, que de tous les trian- 
gles sphériqnes formés avec deux côtés donnés a et b^ le 
plus grand est celui dans lequel l'angle C compris par les 
cotés donnés , est égal à la somme des deux autres angles 
A et B. 

Du rayon OZ r=: i décrivez la demi-circonférence VMZ , lîg. aS3. 
faites l'arc ZX := C , et de l'autre côté du centre prenez 
OP = eot 7 a cot-j b; enfin joignez PX et abaissez XY per- 
pendiculaire sur PZ. 

PY 
Dans le triangle rectangle PXY on a eot P=— - = 

• r^ ; donc P = ~ S^ donc la surface S 

smC • 

sera un maximum , si l'angle P en est un. Or, il est évident 

que si on mené PM tangente à la circonférence, l'angle 

MPO sera le maximum des angles P, et alors on aura- MPO 

=:MOZ— -iip. Donc le triangle sphériqne, formé avec 

deux côtés donnés, sera un maximum si on a 78:=: C 

— -ir, ouC=A-l-B,ce qui s'accorde avec la proposition 

citée. 

On voit en même temps , par cette construction , qu'il 
n'y aurait pas lieu à maximum si le point P était au-dedans 
du cercle , c'est-à-dire, si l'on avait cot^ a coX.\h< i. 
Condition d'où l'on tire successivement cot-J^ a < tang jb, 
tang(^ir— 4a)< tang^fe,^^ — ia<i6, et enfinir< 
-i-b, ce qui s'accorde encore avec ie-^lMie àt la même 
proposition. 
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Pboblême I. Trouver la surface d*un triangle sphériqm 
par le moyen de ses trois côtés, 

■ 

I 

Ponr cela , il faudra dans la formule 

cot ^ S = î ,- "-H 

»in C 

substituer les valeurs de sin C et cos C exprimées en a, h, a 

cos c— cos a cos b 

or, on a cos Q:=z : r-, et col^a côl-j * = 

sinasùib 

i+cosa i + cos^ _ . , , , 

: . .- -1 — 5 delà résulte : 

sm a sm 6 

^ . , ,-. i-f-cosa-f-côsô + cosc 

cos C + cot ^a cot ^5= — r-^— ; — -^^^— — . 

sin a sin b 

Ensuite la valeur de cos C donne 

. a-i-b-Y-c , a-\-h^e 

, ,. asm sm 

^ cosc — cosra+6) 2 2 

l-hCOsC= : r •= : ^ 

sm a sm b sin a sin b 

. a-^c--4f , Ôt-|-c — fl 

, ,. 2 sm Sih -^ ^ 

^ cosfâr — b) — cosc a a 

1 — cos C = \.. \ ■ = : r-T 

sm a sm b sm a sm b 

Multipliant ces deux quantités entre elles et extrayant U 

racine du produit , on aura 

(. a-h^4-c . a-i-b—c . a-{<—b , b-hc—a\ 
sm sm sm sm 1 
a 2 2 2 / 

sm t. =: : r— r . 

sm a sm o 

Donc enfin 

I + cos a + cos ô -f- cos c 
oot-jS= 



/ . a+b+c . «-M>— c . a-H^—b . ^H-û— <^^ 

21/ ( sm sm sm sm ) 

V 2 2 2 .^ / 

Cette formule résout le problême proposé , mais on peut 

parvenir à un résultat plvs simple. 

Pour cela reprenons la formule 

cot-^rt cotY^-^-cosC 

cot I S = ^— , 

sm 1j 

nous en tirerons d'abord i + cot* ~ S, ou 

I cot* ^ a cof {b-{-'àCot^acot^b cos C'-f- 1 

sin'^S""' &in' C 
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f>r, ia Talèar décos C donne a cot ^ ^ <!ot f 6 cos Cz= 

ces c — cos a cos ft ' ^ , , 

. : . ^ 7 — ; mettant dans le numérateur, au 

asin^jéisin^Y^ 

lieu de cos c, cos «, cos è, leurs valeurs i — a sin* -jC, 

I — a sin* ^ a , i — a sin* -^ ^ » ^^ réduisant *, on aura 

, , ^ 8in*-ja-|-sln'ï6 — sin^^c 
a cot Y a cot ! ftcosCrr : : ; a. 

sm'-;asin"i,6 

^ ,. .„ . I — sin'^a I — sin*^^ 

Onad'aillcurscof^«.oot*|6=.— T — .-. , / = 

sm'-jfl sm'jô 

— hi* Donc, en substituant ces va- 



sin* Y«sin*7^ 

I I — sm'-jc 



. 1 t 



leurs , on aui-a , = .-7-^- . a.^ . ,^ 1 ce qui donne 

sin jS sin^^asin i^sm'C 

. , sin^asinfftsinC , , _ 

sm - 5> = ^ — ' , et , en remettant la valeur de 



cosf c 



sin C , on a 

/ . a+ihi-c . a-f-^— c . a-^—h , 6h-c— «N 
V/l sm sm sm sm J 

.;^ . c \ ^ _? ? a y 

ain^dz:-- — i ; . 

a cos 4- a cos ^ cos 4 ^ 

axa I 

Formule commode pour le calcul logarithmique. 

Si on multiplie celle-ci par la valeur de cot 7 S, il en 
résultera 

i+cosa-^os^-f-rosc cos'-î^+cos*4-^-hcos*ic-i 

cos^Ss —— = î — — ? . 

4cos^accsî^cos jc a cos -j a cos -j 61 os 7 c 

Nouvelle formule qui a Tavantage d*étre composée de ter* 

mes rationnels. 

r\ XX .• ' — COS 4^8 
De ta on tire encore * — , ou 

siniS ' 

I— COS^-ÎO— COS^-jÔ— C0$*7C-haC0S7«C0S4^C0S7C 

tangjS = • ' ' • 

^i sm sin sm sin 1 

\ a a a 2 / 

Or, le numérateur de celte expression peut se décomposer 
en facteurs, comme on l'a fait^ pour une quantité sem- 
blables 9 note y , problème IV ; on oura ainsi 
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^ sin sin sin : si n- 



tang|S= 



i/'f sin «m tin — •. — — sm- . ■ - 1 

va a a a / 

donc enfin > 

tangiS=i/( tang J^ — tang tang ; tang-— J 

V 4 4 4 4 / 

ê 

Cette formule très- élégante est due à Simon Lbuillier. 

^ ^ PBOBiinE II. £Uj^nt donnés les trois côtés BC 2= a , AC!=b» 
AB = c , déterminer la position du point 1, pâle du cercle' 
circonscrit au triangle ABC. 

Soit l'angle ACI=^, «l Tare AI = CI=i:BI=:Ç; dani 

les triangles CAI , CBI , on aura par les formules connnei 

coso— cos^coso I— -cos6 sin 5 

cos «= . , . ^ ^ =: — r-T—cotf ==--—-— cotç, 

sm6smf sin6 * i+cos6 ' 

. i-»cosa ^ cos(C— ar)' 

cos (C — « ) = : cot ©. Donc ^, ou 

^ sm a ' cos x 

. ^ (i-4-cosft) (i— cosa) ^ . 

«os C + sm C tang x = : — '•— — ' ; suLsti- 

sm tf sm 6 

tuant dans cette équation les valeurs de cos £ et sin C 

exprimées en a^ b, c y et faisant, pour abréger, 

H::^\/(x— cos^a— cos'6-— cojs'c+acosacos^cosc)^ ' 

_,_ . i+cosÔ — cosc— cosa _ . 

on en déduira tang x =s , formule 

M 

qui détermine 'l'angle ACI. On peut observer qu^à cause 
des triangles isosceles ACI, ABI , BCI, on a ACI:=r 
\ (C-h A— B); on aurait de même BCI=T(B-f.C — A), 
BAI 2=7 (A+B — C). De là résultent ces formules remar- 
quables : 

^. ,*v i-f-cosô— eos«— cosc 
tangi ( A+C-B)=-2: 

,_ ^ . ^ ï-Hcosa — cos 3 — cosc 
tt«ngT(B+C — A)= — 
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taiig^(AH*B-C)=-:i: g , 

uxquelles on peut joindre celle qui donne cot fS) et qui 
eut M mettre sens la forme : 

./A •» ^N — I— cosa— cosft— cosc 
tangi(A+B+C)= . 

<a valeur de tang «qu'on vient de trouver, donne 

I a(i+cosè)(i— cosc'jri— cosa) 
+ tang* X ou — p-= -^ — ^-^- i 

16 cos • Y fc sin * Y c sin • ^ a 



f donc 



M* cosjc 

4 cos ~ 6 sin 7 c sin 7 a ,, . , „, 
== = --^ . Mais de léquatioa 

M 

I — cos b . , • 

H>s X !=: ' — ; cot 9 = tang 4 ^ cot Q> • on tire 

tang 76 , 4 sin ^ a sin I ^ sin ~ c v 

*"«^="^3rr' •**'"'' "•"« ^= M 

a sin I a sin -^bsin^c 

/ . a-^b'-^'C , a+b — c . «4-c— è . b-^c — a\ 

l/'j sin , sm sm sin 1 

V, a a a ^ J 

PaoBLiMB m* Déterminer sur ht surface de la sphère la 
'ligne sur laquelle sont situés tous les sommets des triantes 
de même base et de même surface. 

Soit ABC Fun des triangles sphérîques dont la base £g.&85 

commune est AB =: c , et la surface donnée A + B + C — - 

« = S. Soit IfK une perpendiculaire indéfinie élevée sur 

le milieu de AB ; ayant pris IP égal au quadrant, P sera le 

pôle de Tare AB, et l'arc PCD mené par les points P, C, 

sera perpendiculaire sur AB. SoitlDzr/?^ CD 2=9; les 

triangles rectangles ACD, BCD , dans le^uels on a AC = b^ 

BC = a ^ AD m© -f- 7 c, BD = » — {c, donneront cos az=z 

cos q cos (p— T<?), cos 6= cos q cos (/?+rc). Mab on 

a trouvé ci-dessus : 

. ^ i + cos«-f-cosô-4-cosc 

cotiS = --ï— : - ^ , .^ 5 

sin a sm & sm C 

Substituant dans eette formule lesvalei^rs cos^t+cos^zz 
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ft cos q cospcos^ c^ i — cosc:=i2 oqs* «^f;, axa^aipC^ Idi 

sin c sin B =z 2 sin 7 c cos -^ c sîn B ; on aura 1 j; 

I c« cosj-.c-f-cos/^ cos <r 

col V 5 = : r—, r-s~ • 

smasmjc sinB 

D'ailleurs dans le triangle rectan^e BCD, on m eiicoitll 

. « . , ^.^ COSfc-f-COS© COSfl 

sin a sm B= sin 9 ; dqnc Qot ï 5 = ; — i, 

sin 4 e sin q l\ 

ou COS j9 COS j = cot~Ssin| csin^— cos^c^; c'est la rei»- 1> 

tion entre j9 et q qui doit déterminer la ligne sur laqaeDe 

sont situés tous les points C. 

Ayant prolongé IP d'une quantité PK=ar^ joignez KC 
et soit KC=/; dans le triangle PKGy où Ton a PC= 
|.9r-— 9 et l'angle KPC=ic — p, le côté KC se troaTcn 
par la formule cos KC = cos KPC sin PC. sin i?G -f-coftF& 
cos PC y ou 

cos / = sin 9 cos x — sin:r cos q cosp ^ 
dans laquelle substituant au lieu de cos q cos p sa ràkas 
cot -|- S sin Y r sin ^ — cos |c^ on aura 
co57=sina:cos7C+sinç (cos x — sind?cot <7Sûn7c)r 
De là on voit que si l'on prend cos x — sin ;tr cot - S sin 7 c=o, 
ou cot X = cot -* S sin 7 c , on aura cos/=: sin je cos 7 c, et 
ainsi la valeur de jr deviendra constante. 

Donc si après avoir mené l'arc IP perpendiculaire sur le 
milieu de la base AB , on prend au-delà du pôle la partie 
PK telle que cot PKizicot^ S sin^ c, tous les sommets des 
triangles qui ont la même base c et la même surface S, 
seront situés sur le petit cercle décrit du p|pint K cornai 
pôle à la distance KC telle que cos KC=sin PK cos 7 c. 

Ce beau théorème est dû à Lexell. (Voyez le tpmeTi 
part. I des nova Acta PetropoUtana. ) 

NOTE XL 
Sur la proposition III y livre VIII. 

Cette proposition peut être démontrée plus rigOnieiH 
sèment en la ramenant aux lemmjes préliminaires , de la 
manière suivante. 

Je dis d'abord que la surface convexe terminée par lei 
fig. 25a. arêtes AF, BG, et par les arcs A«B, Fa;G, ne sannit 
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Are plus petite qne le rectangle ABGF , partie correspond 
^Uuite de la surface du prisme inscrit. 

£n effet , s(»t S la surface conyexe dont il s'agit , et soit, 
s*il est possible, le rectangle ABGF ou ABxAF=S+M, 
"M. étant une quantité positive. 

Prolonges la liauteur AF du prisme >et du cylindre jus^ 

<pjL*k une distance AF égale à n fois AF , n étant un 

^MMnbre entier «ittelconque; si Ton prolonge en même temps 

Ift cylindre et le prisme , il est dair que la surface conyexe 

S' comprise entre les arêtes AF', BG', contiendra n fois la 

surface $ ; de sorte qu'on aura S' = /tS , et parceque 

a»X AF=AP, onaura ABxAF=:/iS-l-«M=:S'4-/iM. 

Or n étant un nomlwe entier à volonté et M une surface 

donnée, on peut prendre n de manière qu'on ait 73 M plus 

yrand que le double du segment AkB , puisqu'il suffit pour 

!iAtfB 
cela de faire n> — -r — ; donc alors le rectangle ABxAF' 

M 

<m la surface plane ABG'F' serait plus grande que la sur» 
enyeloppante, composée de la surface convexe S' et 

deux segoMnts circulaires égaux A u B , F VG'. Or , au 
«ôntraire , la seconde surface est plus grande que la pre- 
sùere, s^i^aiù le premier lemme préliminaire; donc , i^ on 
ne peut avoir S < ABGF. 

Je dis en second lieu que la même surface convexe S ne 
aaiinût être égale à celle du rectangle ABGF. Car suppo- 
•ons, s'il est possible, qu'en prenant A£=:AB, la sur^ 
face convexe àJÈlOL soit égale au rectangle AFK£ ; par un 
point qudconqqe M de l'arc AM£ , menez les cordes AM , 
HE , et âevei MN perpendiculidre sur le plan de la base. 
Les trois rectangles AMNF, SfËKN, AEKF, ayant même 
liauteur , sont entre eux comme leurs bases AM , M£ , AE. 
Or on a AM+M£>A£, donc la somme des rectangles 
AMNF, MESJî est plus grande que le rectangle AFK£. 
Celuirô est équivalent par hypothèse à la surface convexe 
AMK , composée des deux surfaces partielles AN , MK. 
Donc la somme des rectangles AMNF, M£KN est plus 
grande que la somme des surfaces convexes correspondantes 
AN , MK. Donc il fauda que l'un au moins des rectangles 
AMNF , MEKN soit plus grand que la surface convexe 

Onz. éd. ai 
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correspondante. Celte conséquence est contraire à Ia pre* 

miere partie déjà démontrée. Donc, a^ la surface conveie 

S ne sautait être égale à celle dti rectangU correapondint 

ABGF. 

Il suit de là qu*on a S > ABGF « et qu'ainsi la surliue 
convexe du cylindre est plus grande que celle de tout 
prisme inscrit. 

Par un raisonnement absolument semblable, on prm- 
vera que la surface convexe du cylindre est pins petite que t 
celle de tout prisme circonscrit. ■ r 

NOTE xn. * 

Sur r égalité et la similitude des polyèdres. 

On trouve à la tète du XI^ livre d'Ëuclide, les défim- ^ 
tions 9 et lo ainsi conçues : ■ : c 

9. Deux solides sont semblables , lorsqu'ils sont coa^pni 
soif s un .néme nombre de plans semblables chacm à 
chacun, 

10. Deujc solides sont égaux et semblables, iortquW 
sont compris sous un même nombre de plans égOMtx d 
semblables chacun à chacun, ■ ' 

L'objet de ces définitions étant un des points les ^toà' 
difficiles des éléments de géométrie, nous rexaminer^oi 
avec quelque détail , et nous «discuterons en même ten^ 
les remarques faites à ce sujet par Robert Simson dans soi 
édition des éléments , pag. 388 et suiv. 

D*abord nous observerons avec Robert Simson que la 
définition 10 n'est pas proprement une définition, nisif 
bien un théorème qu'il faudrait démontrer; car i| n'est 
pas évident que deux solides soient égaux par cela seul 
qu'ils ont les faces égales ; et si cette proposition est vraie, 
il faut la démontrer soit par la superposition, sok de tonte 
autre manière. On voit ensuite que le vice de la défini- 
tion 10 est commun à la définition 9. Car, si la défimtioB 10 
n'est pas démontrée, on pourra croire qu'il existe deux 
solides inégaux et dissemblables dont les faces sont égala; 
mais alors , suivant la définition 9 , un troisième solide qni 
aurait les faces semblables à celles des deux premiers sertit 
s^nvblabls à chacun d'eux , et ainsi serait ssmblablc à dns 
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orps de différente forme , conclusion qni implique contra- 
liction , ou du moins qui ne s'accorde pas avec Tidée qn*on 
ittacbe naturellement au mot semblable. 

Plusieurs propositions des XI^ et XII^ livres d*£uclids 
lont fondées sur les définitions 9 et 10, entre autres la 
[>roposition XXVIII , livre XI , de laquelle dépend la me- 
lure des prismes et des pyramides. Il semble donc qu'on 
pourrait reprocher aux éléments d'Euclide de contenir un 
Bsses grand nombre de propositions qui ne sont pas rigou- 
reusement démontrées. Mais il y a une circonstance qui 
sert à affaiblir cette inculpation , et qu'il ne faut pas 
omettre. 

lies ^gures dont Euciide démontre l'égalité ou la simili- 
tude en se fondant sur les définitions 9 et 10, sont telles, 
que leurs angles solides n'assemblent pas plus de trois angles 
l^ans : or, si deux angles solides sont composés de trois 
angles plans égaux chacun à chacun , il est démontré assez 
c^rement dans plusieurs endroits d'Euclide que ces angles 
solides sont égaux. D'un autre côté , si deux polyèdres ont 
les faces égales ou semblables chacune à chacune, les angles 
solides homologues seront composés d'un même nombre 
d'angles plans égaux , chacun à chacun. Donc, tant que les 
«ngles plans ne sont pas en plus grand nombre que trois 
dans chaque angle solide , il est clair que les angles solides 
homologues sont égaux. Mais , si les faces homologues sont 
égales et les an^es solides homologues égaux , il n'y a plus 
de doute que les solides ne soient égaux ; car ils pourront 
être superposés , ou au moins ils seront symmétriques l'un 
de l'autre. On voit donc que l'énoncé des définitions 9 et 
xo est vrai et admissible , au moins dans le cas des angles 
solides triples ^qui est le seul dont Euciide ait fait usage. 
Ainsi le reprocha d'inexactitude qu'on pourrait faire à cet 
auteur, ou à ses commentateurs , cesse d'être aussi grave 
et ne tombe plus que sur des restrictions et des explications 
^*il n'a pas données. 

U reste à examiner si l'énoncé, de la définition 10, qui 
est vrai dan$ le cas des angles solides triples , est vrai en 
général. Robert Simson assure qu'il ne Test pas , et qu'on 
feut Gonstroire deux solides inégaux qui seront compris 

di. 
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sons un même nombre de faces égales chacune à diacuiie. 
U ci^e, à l'appui de sou assertion, un exemple qu'on peiU 
généraliser ainsi. 

Si à un polyèdre qnelconque on ajoute une pyramide, 
en lui donnant pour base une des faces du polyèdre ; si eo- 
suite, au lieu d'ajouter la ])yrainide, on la retranche, cb 
formant dans le ]>olyédre une cavité égale à la pyramide, 
on aura ainsi deux nouveaux solides qui auront ks ians 
égales chacune à chacune, et cependant ces deux solides 
seront inégaux. 

Il n'y a aucun doate sur Tini^alité des deux solidei 
ainsi construits ; mais nous observerons que Vwbl de ça 
solides contient des angles solides rentrants : or , il est 
plus que probable qu'Ëuclide a entendu ex,clure les coipi 
irréguliers qui ont des cavités ou des angles aolides ren- 
trants, et qu'il s'est borné aux polyèdres convexes. £i 
admettant cette restriction, sans laquelle d'ailleurs d'autres 
propositions ne seraient pas vraies , l'exemple de Rdkrt 
Simson ne conclut point contre la définition ou 1^ théorènc 
d'Euclide. 

Quoi qu'il en soit , il résulte de toutes ces observa tionsipii 

les définitions 9 et 10 d'Euclide ne peu veut être consenrées 

telles qu'elles sont. Robert Simson supprime la définition 

des solides é^aux , qui en ef^t ne doit trouver place qu 

parmi les théorèmes ; et il définit solides semblaùles ceux 

qui sont compris sous un même nombre de plans sembli- 

bles, et qui ont les angles solides égaux chacun à chacun. 

Cette définition est vraie , mais elle a l'inconvénient de 

contenir bien des conditions superflues. Si on supprîaisit 

la condition des angles solides égaux, on retomberait datt 

l'énoncé d'Euclide , qui est défectueux en ce qu'il suppose 

la démonstration du théorème sur les polyèdres égaux. 

Pour éviter tout embarras, nous avons cru à propos de 

diviser la définition des solides semblables en deux parties: 

d'abord nous avons donné la définition des pyramides 

triangulaires semblables , ensuite nous avons défini solides 

semblables ceux qui ont des bases semblables , et dont les 

sommets homologues hors de ces bases sont déterminés par 

des pyramides triangulaires semblables chacune à chacjuiie. 
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Cette définiticMi exige pour les bases, en les Supposant 
triangulaires, deux conditions, et pour diacun des som« 
mets hors des bases , trois conditions ; de sorte que , si S esf. 
le nombre des angles solides de chacun des polyèdres , la 
similitude de ces deux polyèdres exigera d-f-3 (S — S) 
angles égaux de part et d*autre, ou 3 S — 7 conditions ; 
et aucune -de ces conditions n*est supei^âue ou comprise 
clans les autres. Car nous considérons ici deux polyèdres 
comme ayant simplement le même nombre de sommets ou 
*d*angles solides ; alors il faut rigoureusement , et sans en 
omettre une , les 3 S — 7 conditions pour que les deux 
solides soient semblables ; mais si on supposai trayant tout 
qu'ils sont de la même espèce Tun et l'autre, c'est-à-dire 
qu'ils ont un égal nombre de faces , et que ces faces compa^^ 
rées chacune à chacune ont un égal nombre de côtés > cette 
supposition renfermerait des conditions dans le cas où il 
y aurait des faces de plus de trois côtés, et ces conditions- 
diminueraient d'autant le nombre 3 S — 7 , de sorte qu'au 
lieu de 3 'S— 7 conditions il n'en faudrait plus que A — i ; 
sur quoi -voyez la note viii. On voit par là ce qui donne 
lieu à la difficulté de poser une bonne définition des solides 
semblables ; c'est qu'on peut les considérer comme étant 
de la même espèce , ou seulement comme ayant un égal^ 
nombre d'angles solides. Dans ce dernier cas toute difficulté 
«st écartée , et il faut que les 3 S •— 7 conditions renfennées- 
dan^ la définition soient remplies toutes pour que les solides, 
soient semblables , et on en conclura a plus forte raison^ 
qu'ils sont de la môme espèce. Au reste , notre définitioa 
étant eompLete, nous en avons déduit comme théorème la 
définition de Robert Simson. . 

On voit donc qu'il est possible de se passer , dans les élé- 
ments , du théorème concernant l'égalité des polyèdres ;. 
mais, comme ce théorème est intéressant par lui-môme, 
on sera bien aise d'en trouver ici la démonstration , qui 
servira à compléter la théorie des polyèdres (i). 



I ■ 



(i) La démonstration qne nons donnons ici, est, à qnidqnés déve- 
loppements près , ]a même qne M. Caachy a communiquée récemment 
àllnstitnt, et qu'il a découverte en partant de qtiélques idées, qài* 
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La question qu'il faut examiner, est de saToir si, en 
faisant varier les inclinaisons des plans qui composent k 1 ^ 
surface d'un polyèdre convexe donné , on peut former os 1 1 
second polyèdre convexe, compris sons les même» ]^IM I < 
polygonaux ; assemblés entre eux dans le même ordre. ' 1 1 

Nous observerons d^abord que , s'il y. a un second polyèdrf 
qui satisfait à la question, ce ne peut pas étref le polyUit 
«ymmétrique du polyèdre donné , puisque dans ces den 
polyèdres les plans égaux sont disposés dans un ordre in- 
verse autour des angles solides correspondants. Ainsi la 
considération des polyèdres symmétriques doit être en- 
tièrement écartée de l'objet dont nous nous occupons. ' 

Nous observerons, en second lieu, que si le polyèdre 
donné contient un ou plusieurs angles solides triples^ ces 
-angles sont de leur nature invariables , puisque In connais- 
sance de trois angles plans suffit pour déterminer les in- 
clinaisons mutuelles de ces plans , lorsqu'ils sont réunis en 
angle solide. On peut donc supprimer dans le solide fto* 
posé toutes les pyramides triangulaires qui forment les 
angles solides triples (i); et si le nouveau polyèdre cpii 
résulte de cette suppi^ession , offre encore des angles solides 
triples , on pourra de même les supprimer, et ainsi succes- 
sivement , jusqu'à ce qu'on parvienne à un polyèdre dont 
tous les angles solides n'assemblent pas moins de quatre 
angles plans chacun. £n effet, si le solide proposé peut 
.changer de figure par des variations quelconques dans les 
inclinaisons de ses plans, ce changement ne peut avoir lies 
sur les pyramides triangulaires retranchées, et il devra 
s'opérer tout entier sur le polyèdre restant après la sup- 
pression de toutes les pyramides triangulaires. Nous ne 
nous occuperons donc dans ce qui suit, que des polyèdres 
dont tous les angles solides assentbknt au moins quatre 
angles plans, 
fig. a86. Cela posé, soit S l'un quelconque des anglea solides du 

avaient été proposées pour la mêffle objet dans la premièrt éditioa 
de cas £léuiezit5, pag. 3^7 et suiv. 

(i) Si uue même arête était commune à deux angles solides trip]c«» 
(tu ue sopprimerait dans la première opération c^a^nn de ces angles. 
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polyèdre, «t'soit décrit, du sommet S comme centre, une 
surface sphérique dont Tintersection avec leai plans de 
Tangle solide formera le polygone sphéri^e ABCD£F. Les 
eôtés de be polygone ABy-BC , etc. serrent, de mesure aux 
angles plans jiSB, BSC, etc. et sont par conséquent inva- 
riables ; quant aux angles A, B , C , etc. du polygone , cha-; 
cun d'eux est U| mesure, de Tinclinaison de deux plans ad- 
jacents de Tan^e solide : ainsi l'angle B «st la mesure de 
l'inclinaison des plans ASB, SBC, que nous appellerons , 
pour abréger, inclinçtifion sur V arête SB*; de même l'angle C 
est la mesure de l'inclinaison sur l'f rétq.Sp, et ainsi de 
suite. ■ • • 

Nous pourrons dpnc juger des changements de figure de 
chaque angle solide S, par ceux du polygone sphérique 
ABCDëF, dont les certes sgnt constants , et dont les angles 
varient d'une manière quelconque , pourvu que le polygone 
ne cess^ pas d'éire convexe. Or , dans ces polygones , le& 
signes des variations sur les angles offrent des lois asse« 
remarquables , que nous allons exposer dans Iqs deux 
lemmes suivants. 

I « 

' • - ' ■ ■ 

LBMifE I. 

. Tous les cotes d^un, polygone sphérique AB, BC^ fig. 2»*. 
CD, DE, étant donnés j a F exception du dernier kS y 
si Von fait varier Vun des angles B, G, D, E, opposés 
au côté A¥j les autres étant constants y je dis que le 
côté AF augmentefa si F angle augmente y et qu*il dimi* 
nuera si F angle diminue* Dans tous tes cas ^ on suppose 
que le polygone est com^exe avant et après son change^ 
ment de figure. 

.' Supposons d'abord qu'on fasse, vawcp l'angle B , ;les trois 
antres C , D , £ , étant constants , si l'on joint, BF, la figure 
BCDËF n'éprouvera aucune variation , et BF sera constant. 
On aura donc un triangle sphérique ABF, dont hs. cMH 
AB , BF, sont constants , et dans lequel l'angle AF varie 
d'une même quantité que l'angle ABC du polygone , puisque 
la partie FBC reste constante. Or , par les propriétés coiv* 
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nues (i) , cm sait que le c6té AF augmentera ai Fan^ AM 
augmente , et qu'il diminuera si l'angle ABF diminue. 

Supposons maintenant que l'angle C Tarie, les troii 
autres B, D, £, étant constants; si on tire les diagonales 
AC , FC , il est = visible que ees diagonales denaeiireront 
constantes, ainsi que les angles ACB, FCD; on aura donc 
encore un triangle sphérîque ACP , dont les côté» A€ , CF, 
S'- jt constants, et dans lequel l'angle ACF tarie de la même 
quantité que l'angle C du polygone ; d'où l'on conclura de 
même que le côté AF augmentera si l'angle G augmente) 
et qu'il diminuera si l'angle G diminue. 

Il est évident que le même raisonnement peut s'appfi* 
quer à la variation de l'un ou l'autre des angles D et £, et 
qu'il aurait également lieu pour tout autre polygone splié' 
riqae de plus de trois côtés. Ainsi la condusion sera ^ dais 
tous les cas , conforme à l'énoncé de la proposition , si toa^ 
tefois le polygone est convexe avant et après son cliaiige* 
ment de figure. Cette restriction est néeessaire, ear si 
l'angle £ , par exemple, diminuait jusqu'à ce que le point F 
tombât sur la diagonale A£, alors AF serait on Fmmmumi 
et si , à compter de ce point , on continuait de diminuer 
l'angle £, il est visible que le côté AF augmenterait an 
lieu de diminuer; mais, dans ee dernier cas, l'Migle AFE 
deviendrait nn angle rentrant , et le polygone cesserait 
d'être convexe. 

Corollaire, Les mêmes choses étant posées, si plusieurs 
des angles opposés au dernier côté AF augmentent , et 
qu'aucun d'eux ne diminue y le côté AF augmentera néces- 
sairement par l'effet de toutes les variations réunies. Le 
contraire aura lieu, si plusieurs des angles opposés an 
côté AF diminuent, et qu'aucun d'eux n'augmente. 

Car , si par l'effet de l'augmentation ou de la diminution 
simultanée, les ang^s A, B, C, etc. du polygone doivent 
être changés en A', 6', C, etc. on pourra passer successive- 
ment du polygone proposé à celui qui ne contient qu'un 
angle varié A' ; de celui-ci au polygone qui ne contient que 

(i) Cette proposition se démoBtre de la même manière que U 
proposition X, liv. I, poar les triangles rectiligmes. 
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les deux angles varies A' et B', et ainsi de snite. Or, dans 
chacun de ces passages, Tapplication de la proposition est 
manifeste, et conduit toujours au même résultat. 

LSMMB II. 

Etant donné un polygone sphérique convexe dont les 
côtés sont constants^ et qui en a plus de trois , sionjai^ 
varier le$ angles d^une mamère quelconque j sans cd- 
jpendant que le polygone cesse d^être convexe; si on met 
ensuite le signe -^ au sommet de chaque angle qui 
augmente ^ le signe — €tu sommet de chaque angle qui 
diminue f et qu^on ne mette aucun signe aux angles qui 
demeurent constants ; je dis qu^ en faisant le tour du 
pofygoncj on devra trouver au mx>ins quatre change^ 
ments de signe d^un sommet au sommet suivant. 

£n effet, i^ si n est le nombre des angles du poljrgone, 
, il ne pourrait y avoir n — 2 angles consécutifs, qui augw 
mentent tons à-la-fois , ou dont les uns augmentent et Ica 
autres restent constants ; car si Tun ou Tautre de ces caa^ 
ayait lieu, il s'ensuivrait, par le corollaire du lemme pré^ 
cèdent , que le côté du polygone qui est opposé à ces it— •» 
angles, augmenterait; ce qui est contraire à Thypothese^ 
que tous les côtés du polygone sont constants. Par une 
raison semblable, on ne pourra supposer que n— a angles, 
consécutifs diminuent tous à-la-fois , on que qoelques-uiu 
^ diminuent, les autresi restant constants. Donc, dans la série 
de 71-^2 angles consécutifs, il devra y avoir an moins un 
changement de signe ; à plus forte raison ce changement 
devra-t-il être observé dans la séiie des n angles consécu-^ 
tils , lorsqu'on fera le tour entier du polygone. 

a^ Les variations dans les angles du polygone ne peuvent 
être telles , qu'elles offrent seulement une série de signes -H 
et une de signes — , de sorte qull n'y ait que deux changer 
menls.de signe dans le tour entier du polygone. 

Car soient, par exemple. A, B, C, les trois angles mar* ^ ^g 
qnés du signe -f-, et D, £, F, G, les quatre marqués du 
signe — (cette hypothèse comprend celle où il y aurait un 
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nombre de ûgnes moindre dans chaque série, à raison dt 
l'invariabilité de quelques angles). Si la figure représente 
Tétat initial du polygone , la diagonale GD devra augmen- 
ter lolrsqu'on augmentera tous les angles A, B , C , ou seule- 
ment quelques-uns d'eux; mais la même diagonale GD, 
comme appartenant au polygone GFED, dont les autres 
côtés sont constants, devra diminuer en même temps qne 
les angles F et £, ou au moins rester constante, si des 
quatre angles D, £, F, G, il n'y a qne D et G, on seule- 
ment l'un d'^ux qui diminue ; donc l'bypotliese dont il 
s'agit ne saurait avoir lieu ; donc la variation ' des angles 
ne peut être telle, qu'elle offre seulem^&t deux séries, Vuat 
de signes -|- , l'autre de, signes — • 

3^ Il est encore impossible qu'en faisant le tonr du poly- 
gone, on ne trouve que trois séries alternatives de signes + 
et de signes — ; car, dans cette hypothèse, la première et 
la troisième série seraient de même signe, et se suivraient 
immédiatement , de sorte qu'elles, ne formeraient qu'une 
seule série ; d'où l'on voit qu'il n'y aurait réellement dans 
le tour du polygone que deux séries, Tune de signes -f-, 
antre de signes — ; ce que nous avons démontré impossi- 
sible. 

Donc enfin, les changements de signe qu'on trouvera 
en faisant le tour du polygone , doivent être au moins au 
nombre de quatre* 

Corollaire. Ce que nous venons de démontrer pour les 
polygones sphériques, s'applique immédiatement aux angles 
solides dont ces polygones sont la mesure. Ainsi, éUist 
donné un angie solide convexe , qui assemble plus de trais 
angles plans y si on fait varier les inclinaisans sur les arétei 
d'une manière quelconque ,- telle cependant que fanglô 
solide ne cesse pas d'aire convexe; si ensuite . on met le 
signe -{- ou.le signe — sur chaque arête, selon que lin* 
dinaison sur cette arête augmente ou diminue, et qu'on 
fie marque d'aucun signe les arêtes sur lesquelles Vindèr 
naison resté constante , je dis qu *en faisant le tour dt 
r angle solide, on devra trouver au moins quatre changt' 
ments de signe dune arête à la suivante. 

Au moyen de cette proposition et du théorème d'Ëoler 
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-mvt \et^ poljeditê*^ nous pouTons maintenant démontrer *25, 7! 
Im théorème iuivant dans toute sa généralité. 

THÉO&âKS. 

Eumt dorme, un polyèdre com^exe, dont tous les 
mngles solides assemblent plus de trois angles plans ^ il 
est impossible défaire varier les inclinaisons des plans 
de ce solide y de mmdere a produire un second polyèdre y 
qui serait formi avec les menus plans disposés entre eux 
de la même manière que dans le polyèdre donné. 

Pour démontrer cette proposition, il faut distinguer 
deux cas , selon qu^on fait varier les inclinaisons sur toutes 
les arêtes , ou seulement quelques-unes de ces inclinaisons. 

Premier cas. 

s 

Supposons <|u'on fasse varier à-la-fois les inclinaisons 
sur -toutes les arêtes , et soit N le nombre total des chan- 
gements de signe qu*on trouvera tiNioe arcte à la suivante, 
en faisant le tour de chaque angle solide. 

- On a vu dans le lemme II y que le nombre des change- 

■ 

ments de signe ne peut être moindre que quatre |Y6ur 
chaque angle solide. 

Donc si on appelle S le nombre des angles solides, on 
aura N > 4 S ^ le signe > n'excluant pas l'égalité. 

J'observe maintenant que deux* arêtes consécutives d'un 
angle solide appartiennent toujours à une face du p6l]rèdre, 
et n'appartiennent qu'à une seule ; donc le nombre total des 
changements de signe observés sur. les > arêtes consécutives 
de chaque angle solide , doit être égal au nombre total de 
changements de signe observés sur les côtés consécutifs de 
ehaque face ; car il n'est aucun changement' de signe dans 
un système qui ne réponde à un pareil changement dans 
l'autre. 

Or, pour chaque face triangulaire, le nombre des chan- 
gements de signe ne peut être plus grand que deux ; car en 
faisant rentrer sur elle-même la suite -j--' — |-, ou la suite 
H- » onjx'o^tient que dsux changements de si^ne. 
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Pour chaque face quadrangulaire, le nombre des chai» 
gements de signe est de quatre au plus , ce qm est éridenK 

En général , si le nombre des côtés d*nne face est pair 
=: 2in , le plus grand nombre des changements de signe 
qu'on puisse trouver en faisant le tour des côtés, est 2n\ 
ce qui aura lieu lorsque les côtés porteift aitematiTemeDt 
les signes + et — . 

Mi|is si le nombre des côtés d'tne face est impair^ 
zzz2n+ if le plus grand nombre des ckangemenis d« 
signe sera a/i seulement, parce qu'en donnant altemati* 
Tement aux côtés les signes «{-et — , le premier et le der- 
nier auront nécessairement le même signe; ce qui fait un 
changement de moins qu'il n'y a de côtés. 

Cela posé, soit a le nombre des triai^les, b le nombre 
des quadrilatères, c le nombre des pentagones, etc. qm 
composent la surface du polyèdre donné , il résulte de ce 
qu'on vient de dire , que le nombre total des changemenU 
de signe observés en faisant le tour de chaque face^ ne 
pourra excéder 2 a sur les faces triangulaires, 4 b sur les 
faces de quatre côtés, ^c sur celles de cinq côtés, 6^ sur 
celles de six côtés. Donc on aura : 

N<aa-h4*-+-4c-h6</ + 6e+ 8/4- B^ 4- etc. 
Soit A le nombre des arêtes du polyèdre, et H celui de ses 
Daces , on aura : 
aiA= 3tf+ 40+ 5c + 6rf-h 7<?-h8/+ Sff-i- ete. 

H= «-hô + c4- rf+e+/ + ^+ «te. 
Mais suivant le théorème d*£uler , S + H t=: A + !i ; dont 
4S=:8 + 4A — 4H,eten faisant les substitations : 
. 4S= 8 + afl{ + 46 -+-6c + 8rf+ io«H- etc. 
Comparant cette valeur à la limite trouvée ci-dessus, os 

sn tire : 

N<4S — 8. 

Mais on ne saurait avoir à-Ia-fois N > i^S et N< 4S — 8; 

donc il est impossible que les inclinaisons sur les arêtes da 

polyèdre varient toutes à-la -fois, sans détruire la eohé^ 

rence des plans qui forment la surface du polyèdre. 

Second cas. 
Supposons maintenant que les inclinaisons sur les arêtes. 
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içie varient pat toutes à-la-fois , et qu'il y en ait quelques* 
unes qui demeurent constantes. 

Soit FI une de ces arêtes » on pourra imaginer qu'elle Cg* ap4^ 
soit supprimée, et qup les deux faces adjacen'ifs FIG, 
EFIHy se réunissent en une seule non plane terminée 
par le contour de forme invariable EFGIH. Appelons S', H 
et A' ce que deviennent les nombres S, H et A, après la 
suppression d'une arête , nous aurons . H' = H — i , et 
A' = A — I ; d'ailleurs on a S' =z: S , puisque le nombre 
4es angles solides est le même dans les deux solides; 
donc on aura S' + H' — A' = S -h H — A = a. D'où l'on 
Toit que le théorème d*£uler a encore lieu dans le nouveau 
solide qui contient une arête de moins , et une face de 
moins, puisque deux faces se sont réunies en une seule 
ijion plane. 

Si de ce second solide on retranche encore l'une des 
arêtes sur lesquelles l'inclinaison reste invariable, la sup-> 
pression de cette arête occasionnera de nouveau la réunion 
de deux faces contiguës en une seule; et on prouvera de 
même que le théorème d'Ëuler a encore lieu dans le troi- 
sième solide qui résulte de la suppression de deux arêtes. 

On peut continuer à supprimer tant d'arêtes qu'on vour 
dra, pourvu que cette suppression n'entraîne celle d'aucun 
angle solide ; et le théorème d'Ëuler aura toujours ]jieu dans 
le solide restait :^c'est aussi ce qu'on peut voir directement 
et généralement, en examinant la démonstration que nous 
avons donniSe du théorème d'Ëuler; en effet, cette démons- 
tration ne suppose pas que les faces du polyèdre sont 
planes ; elle aurait également lieu , quand même ces fsces 
seraient terminées par des contours non situés dans les 
mêmes plans; elle suppose seulement que chaque contour 
soit représenté, suivant notre construction, par un poly- 
gone sphérique, et -que la somme des surfaces de ces poly- 
gones soit égale à la surface de la sphère. Et il n'est pas 
même nécessaire que tous ces polygones soient convexes ; 
il suffit que chacun d'eux puisse être regardé comme la 
somme de plusieurs polygones convexes ; ce qui arrivera 
toujours, lorsque, par la suppression de plusieurs arêtes 
appartenant au polyèdre dopiié « plusieurs faces planes se 
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réuniront en une seule non plane; car alorf le |M>lygont 
sphérîque qui représente celle-ci, sera composé de la somme 
des polygones sphériques convexes ^ui représentaient lei 
faces planes supprimées. 

Venons maintenant au cas où la suppression des arêtes 
sur lesquelles l'inclinaison ne varie pas , entraine celle d'an 
ou de plusieurs angles solides, soit parce que les inclinai* 
sons sur toutes les arétès, dans chacun de ces angles , sont 
invariables, soit parce que ces inclinaisons ne pourraient 
varier que sur trois arêtes seulement, et qu'alors elles 
seraient nécessairement constantes. 

Supposons d'abord qu'on ne supprime qu'un angle 
solide , et soit m le nombre des faces ■ de cet angle , ou le 
nombre d'arêtes qui aboutissent à son sommet. En sup- 
primant l'angle solide dont il s'agit , on supprimera en 
même temps m arêtes , et les m faces formant l'angle solide 
se réduiront à une seule ; donc , si on appelle S', A', H', ce 
que deviennent les nombres S , A , H , après la suppressioa 
d'un angle solide , on aura S' = S — i , A'' = A — m , 
H' = H — (m-^i).DelàontlraS'+H' — A' = S+H- 
A=:a : donc le théorème d'Ëulera encore lieu dans le 
nouveau solide. 

Il est clair maintenant qu'on peut supprimer tant d'angles 
solides qu'on voudra du polyèdre donné, et que le théorème 
d'Ëuler aura toujours lieu dans le polyèdre restant; car en 
supprimant les angles solides un à un , on a successivement 
différents polyèdres , dont deux consécutifs rentrent dans 
le cas que nous venons d'examiner. 

Donc en général, si du polyèdre proposé on supprime 
toutes les arêtes sur lesquelles l'inclinaison ne varie pas; 
soit que par cette suppression le nombre des angles solides 
reste le même, ou qu'il devienne moindre, le polyèdre res- 
tant satisfera toujours au théorème d'Euler , c'est-à-dire 
qu'en appelant ^^ ^, a, les quantités qui pour ce polyèdre 
correspondent aux quantités S, H, A, du polyèdre pro- 
posé , on aura s -^ h — û=zS-|-H — A=2. 

Mais dans ce dernier solide, les inclinaisons sur les arêtes 
devront varier toutes à-la-fois, puisqu'on a supprimé toutes 
le« arêtes sur lesquelles l'inclinaison ne varie paa) don« ce 
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g<Aïàe rentre dans le premier cas ; donc la variation simula 
tanée de tontes ces inclinaisons ne saurait avoir lieu sans 
dénaturer le solide. 

Donc enfin un polyèdre convexe quekoncjne ne peut être 
changé en un autre polyèdre convexe qui serait compris 
sous les mêmes plans polygonaux , et disposés dans le même 
ordre les uns à Tégard des autres. 
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TRAITÉ 

DE 

TRIGONOMÉTRIE. 



u A Trigonométrie a pour objet de résoudre les tri- 
tgles, c'est -à -dire, de déterminer leurs angles et 
ors côtés par le moyen d'un nombre de données 
ifBsant. 

Sans les triangles rectilignes il suffit de connaître 
ois des six parties qui les composent, pourvu que 
irmi ces parties il y ait un côté. Car si on ne donnait 
te les trois angles, il est visible que tous les triangles 
Knblables satisferaient à la question. 
Dans les triangles sphériques trois données quel- 
^nques, angles ou côtés, suffisent toujours pour dé- 
rminer le triangle, parceque dans ces sortes de tri- 
igles on ne considère pas la grandeur absolue des 
^tés , mais seulement leur rapport avec le quadrant 
1. le nombre de degrés qu'ils contiennent. 
Dans les problêmes annexés au livre II, on a déjà 
L comment les triangles rectilignes se construisent 
1 moyen de trois parties données ; les proposi- 
:>ns XXIV et XXV du livre V donnent également 
le idée des constructions par lesquelles on pourrait 
soudre les cas analogues des triangles sphériques. 
ais ces constructions , qui sont exactes en théorie , 
^ donneraient qu'une médiocre approximation dans 
pratique ( i ) ^ à cause de l'iitiperfection des instru- 

(i) Il faut distinguer en effet les figures qui ne servent qu'à 
riger le raisonnement poivr la dénionstrati9n d'un théorème ou 
Onz, éd. 22 
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nients dont elles exigent Temploi : on les appelle dés 
rnct/iodes graphiques. Les méthodes trigonométriques, 
au contraire, indépendantes de toute opération mé« 
cahique, donnent les solutions avec tout le degré 
d^exactitude c^u^on peut désirer : elles sont fondées 
sur les propriétés des lignés appelées sinus ^ t:ostnus, 
tangentes, etc., au moyen desquelles on est ^anreda 
à exprimer d'une manière très-simple les relations qui 
tbxistent entrd les côtés et les angles des triangles. 

Nou,s allons d'abord exposer les propriétés d.e ces 
lignes et les principales formules qui en résultent j 
formules qui sont d'uti glrahd usage dans toutes io 
parties des mathématiques , et qui fournissent knèiM 
à l'analyse algébrique des moyélis de pc^dTectioii- 
nement. Nous les appliquerons ensuite à la résdu- 
tion des triangles rectilignes et à celle des tfiaogki 
sphériques. 

Division de la Circonférence. 

I . Jusqu'à ces derniers temps les géomètres s^étaient 
accordés à diviser la circonférence en 36o parties 
égales appelées degrés, le degré en 60 minutes, h 
minute en 60 secondes^ etc* Ce mode présentait 
quelques facilités dans la pratique , à cause du grand 
nombre de diviseurs de 60 et de 36o : mais il était 
réellement sujet à l'inconvénient des nombres com- 
plexes , et il nuisait souvent à la rapidité du calcul. 

Les savants , à qui on doit l'invention du nouveau 
systénie des poids et mesures , ont pensé qu'il y aurait 
un grand avantage à introduire la division déciçiak 
dans la mesure des angles. En conséquence, ils ont 

la solution d'un problème , des figures que l'on construit poBf 
connaître quelques-unes de leurs dimensions. Les premières soot I « 
toujours supposées exactes ; les secondes , si elles ne' soûl P'' f ^ 
tracées exactement , donneront des résultats fautifs. 
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i^gafdé comme unité principale le quart de circon- 
ierence ou le quadrant , mesure de l'angle droit , et 
mis ont divisé cette unité en loo parties égales appe- 
lées degrés, le degré en loo miniues ^ et la minute en 
IDC secondes. 

Nous n'emploierons désormais que la nouvelle 
division ou la; division décimale de la circonférence. 
C'est celle qui convient le mieux à la nature de notre 
arithmétique, et qui est la plus propre à abréger les 
t^alculs. 

. II. Les degrés ) minutes et secondes se désignent 
respectivement par les caractères <>, ', " : ainsi l'ex- 
pression i6<^ 6' 75", représente un arc ou un angle de 
-16 d^és 6 minutes 75 secondes. Si on rapportait ce 
-même arc au quadrant pris pour unité , il s'expri- 
merait par o, 160675. On voit en même temps que 
l'angle mesuré par cet arc, est à l'angle droit ::i 
160675 : loooooo, rapport qu'on ne déduirait pas 
«ussi facilement deé expressions données par l'an- 
cienne division de la circonférence. 

Les arcs et les angles sont exprimés indistinc- 
tement dans le calcul par des nombres de degrés, 
minutes et secondes. Ainsi nous désignerons l'angle 
droit ou le quadrant par ioo<^, deux angles droits 
. ou la demi -vcirconférence par aoo^, quatre angles 
droits ou ia circonférence entière par 4oo^ ; ainsi de ' 
suite. 

* -m. Le complément d'un angle ou d'un arc est ce 
' qui reste en retranchant cet angle ou cet arc de 100^* 
; Ainsi un angle de a 5^ 4o' ^ pour complément, 
'. 74** 60' ; un angle de i2<> 4' 62" « pour complément, 
' '87095' 38\ 
." En général, A étant un angle ou un arc quelcon- 
que, looo — A est le complément de cet angle outle 
cet arc. D'où l'on voit que, si l'angle ou l'arc dont il 
s'agit est plus grand que 100^, son complément sera 

22. 
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négatif. Cest ainsi que Ib comJ>lément de 160'* 84' 10' 
est — 600 84' 10". Dans ce cas, le complément , pris 
positivement , serait la quantité qu'il faudrait retris* 
cher de Fangle ou de Tare donné, pour que le itst« 
fût égal à ioo<^. 

Les deux angles d'un triangle rectangle valent 
ensemble un angle droit : ils sont donc compléments 
l'un de l'autre. 

IV. Le supplément d'un angle ou d'un arc est ce 
qui reste en ôtant cet angle ou cet arc de !200<^, vaknr 
de deux angles droits ou d'une demi-circonférenoe. 
Ainsi A étant un angle ou un arc quelconque, aoo* 
— A est son supplément. 

Dans tout triangle , un angle est le supplément de 
la somme des deux autres , puisque les trois ensemble 
font aoo*^. 

Les angles des triangles, tant rectilignes quesph^ 
riques , et les côtés de ces derniers , ont toujours leun 
suppléments positifs ; car ils sont toujours moindres 
que 200**. 

Notions générales sur les sinus ^ cosinus f 

tangentes^ etc. 

fig. I. V. Le sinus de l'arc AM, ou de l'angle ACM,at 
la perpendiculaire MP abaissée d'une extrémité de 
l'arc sur le diamètre qui passe par l'autre extrémité. 
Si à l'extrémité du rayon CA on mené la perpen- 
diculaire AT jusqu'à la rencontre du rayon CM pro- 
longé, la ligne AT, ainsi terminée, s'appelle la um' 
gente , et CT la sécante de l'arc AM ou de l'angle ACM. 
CejBi trois lignes MP, AT, CT, dépendantes de 
•l'àr-c AM, et toujours déterminées par l'arc AM et 
le rayon , se désignent ainsi : MP = sin AM , ou 
sin ACM, A!lz=tang km, ou tang ACM^ CT = 
séc AM, ou séc ACM. 
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VI. Ayant pris Tare AD égal à un quadrant, si 
des points M et D on mené les lignes MQ, DS 
perpendiculaires au rayon CD^ Fune terminée à ce 
rayon, Tautre terminée au rayon CM prolongé; les 
lignes MQ, DS et GS seront pareillement les sinus, 
tangente et sécante de Tare MD, complément de 
AM. On les appelle, pour abréger , les cosinus, cotant 
gerue et cosécante de Tare AM, et on les désigne 
ainsi : MQ = co5 AM, ou cos ACM, DS=r co^ AM, 
ou col ACM , es = coséc AM , ou cosec ACM. En 
général, A étant un arc ou un angle quelconque, on a 
cos A=zsm (ioo<* — A) , cotA=ztang (loo®— A), 
coséc A :=:Séc {loo^ — A). 

Le triangle MQC est, par construction, égal au %/i; 
triangle GPM, ainsi on a CP = MQ; donc dans le 
triangle rectangle CMP , dont Thypoténuse est égale 
au rayon, les deux côtés MP, CP sont la sinus et le 
cosinus de Tare AM. Quant aux triangles CAT, CDS, 
ils sont semblables aux triangles égaux CPM , CQM , 
et ainsi ils sont semblables entre eux. De là nous 
•déduirons bientôt les différents rapports qui existent 
entre les lignes que nous Tenons de définir ; mais au- 
paravant il faut voir quelle est la marche progressive 
de ces mimes lignes, lorsque Tare auquel elles se 
rapportent augmente depuis zéro jusqu'à 200<>. 

▼u. Supposons qu'une extrémité de Tare demeure 
fixe en A , et que l'autre extrémité , marquée M , par- 
coure successivement toute l'étendue de la demi- 
circonférence depuis A jusqu'en B dans le sens ADB. 
Lorsque le point M est réuni en A, ou lorsque 
l'arc AM est zéro , les trois points T , M , P , se cpn- 
Jondent avec le point A ; d'où l'on voit que le sinus 
«t la tangente d'un arc zéro sont zéro, et que le 
cosinus de ce même arc est égal au rayon , aipsi que 
sa sécante. Donc en désignant par R le rayon du 
corde, on aura 

sin o=:o, tang o=o^co5 0=R.^ 5ec o=R« 
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vm. A mesure que le point M s^Tance vers-D, 
le sinus augmente, ainsi que la tangente et la se* 
cante ; mais le cosimis y la cotangente et L^ cosécante 
diminuent^ 

Lorsque le point M se trouve au milieu de AD, 
ou lorsque Tare AM est de 5o<^ , ainsi que son com- 
plément MD, le sinus MP est égal au cosinus. MQ 
ou GP, et le triangle CMP, devenu isoscele, donne 
la proportion MP : CM :: i : v^ a, ou sin. 5o« iJX:: 

1 : i/x. Donc sin 5o^=:cùs 5o*>=— — =~R W^a, Dans 

ce même cas le triangle CAT devient isoscele et égal 
au triangle CDS ; d^où Ton voit que la tangente de 
5oo et sa cotangente sont toutes deux égales au rayon, 
et qu'ainsi on a m/îg^ 56<*=co^^5oo=R. 

IX. L'arc AM continuant d'augmenter, le sinus 
augmente jusqu'à ce que le point M spit parvenu en 
D : alors le sinus est égal au rayon, et le cosinus est 
»éro. On a donc sin loo** =;=; R çt cos iooo==:o ; et l'on 
peut remarquer que ces valeurs sont une suite de 
celles que nous avons trouvées pour les sinus et 
cosinus de l'arc zéro ; car le complément de ioo<> 
étant zéro , on a sin loo^* = cos o® := R et cos ioo<> = 
sin 0*^ = 0. 

Quant à la tangente , elle augmente d'une manière 
très-rapide à mesure que le point M s'approche de 
D ; et enfin lorsqu'il est parvenu en D , il n'existe 
plus proprement de tangente, parce que les lignes 
AT , CD , étant parallèles , ne peuvent se rencontrer. 
C'est ce qu'on exprime en disant que la tangente de 
^oo*' est infinie, çt on écrit tang^ ioo° = oo . 

Le complément de lop^ étant zéro , on a long 0== 
çot ioo<* et cot o = tc^nff 100^. Donc cot o =oc et 
coc 100^ = 0. 

X. Le point M continuant à avancer de D vei"S C, 
les sinus diminuent et les cosinus augmentant. Aiij>i 
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«n voit <jue Tare AM' a pour sinus M' P', et pour 
«osinus M'Qôu CP'. Mais l'arc M'B est supplément 
de AM', puisque AM'-f- M'B est égal à une demi- 
circonférence; d^ailleurs si l'on mené M 'M parallelie 
à AB, il est clair que les arcs AM, BM', compris 
entre parallèles^ seront égaux, ainsi que les perpen- 
dioulaires ou sinus MP, M'P'. Donc le sinus iTun arc * 

ou d^tLpt angle est égal au sinus du supplément de 
cet arc ou de cet angle. 

L'arc ou l'angle A a pour supplément 200<> — A: 
ainsi on a en général 

sin A=2sin ( 200<>-n-A). 
La même propriété s'exprimerait aussi par l'équation 
sin ( looo -h B ) = 5m ( loo*» — B ) , B étant l'arc DM 
ou son égal DM'. 

XI. Les mêmes arcs AM', AM qui sont supplé- 
ments l'un de l'autre, et qui ont des sinus égauj^,' 
ont aussi les cosinus égaux CP', CP ; mais ri faut 
observer que ces cosinus sont dirigés dans des sens 
difféf^nts. Cette différence de situation s'exprime 
dans le calcul par l'opposition des signes : de sorte 
que si on regarde comme positifs, ou affectés du 
signe +, les cosinus des arcs moindres que'ioo^, il 
faudra reg^der* comme négatifs ou affectés du signe 
— -, les cosinus des arcs plus grands que loo**; On aura 
donc en général ^ 

cos A =z— côs {206^* — A), 
ou cos (looo + B ) 1= — cos ( ioo°-r— B ) ; c'estfài^lire, 
que lé cosfnus d^un arc ou d'un angla plus grand que 
ioo<* est égal au cosinus dç son supplément, pris 
négatii^enient, y 

Le complément d'un arc plus grand que loo® * ui. 
étant négatif '^, il n^est pas étonnant que le sinus.de 
ce complément soit négatif; mais pour rendre cette 
vérité encore plus palpable, cherchons l'expression 
de la distance du point A à la perpend^lbulaire MP» 
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Si on fait Tare A]\l==j:, on aiira CPsrzcos Jt,fXh 
distance cherchée AP = R — cas x* La même for- 
mule doit exprimer la distance du point A à It 
droite MP , quelle que soit la grandeur de Tare AM, 
dont Torigine est au point A. Supposons dono qttek 
point M vienne en M '^ en sorte que x désigne Tare 
AM', on aura encore en ce point AP' = R — co5 x; 
^ doncco5^ = R — AP'=AC— AP'=— CP';cequi 
fait voir que cos x est alors négatif; et parce qae 
CP' = CP = cos ( 200<* — jr), on aco5J?=: — cù% 
( 200^ — a: ) , comme on Ta déjà trouvé. 

On voit par-là qu^un angle obtus a le même sinus 
et le même cosinus que Tangle aigu qui lui seii^t de 
supplément, avec cette seule différence que le cosinus 
de l'angle obtus doit être affecté du signe — . Ainsi 
on a sin i5(^ = sin 5o<* = ^ Rl/^a, elcos i5o«*2= — 
cos 5oo= — ^R v/a. 

Quant à l'arc ADB égal à la demi - circonférence, 
son sinus est zéro, et son cosinus est ^al au rayon 
pris négativement ; on a donc sin 200*^=0 , et cos 200^ 
= — R. C'est aussi ce que donneraient les formules 
sin A =zsin (200<> — A) , et cos A= — cos (200® — A), 
en y faisant A = 200**. 

XII. Examinons maintenant ce que devient la 
angente d'un arc AM' plus grand que 100^. Suivant 
la définition , elle doit être déterminée par le con- 
cours des lignés AT, CM'. Ces lignes ne se rencon- 
trent point dans le sens AT, mais elles se rencontrent 
dans le sens opposé AY ; d'où l'on voit que la tan- 
gente d'un arc plus grand que loo^/ est négative. 
D'ailleurs , si on observe que AY est la tangente de 
«g. 1. l'arc AN supplément de AM' ( puisque NAM' est une 
demi-circonférence ) , on en conclura que la tangerue 
d^uii arc ou d'un angle plus grand que 100** e^t égale 
à celle de son supplément , prise négativement , de 

sorte qu^on a 

lang A = — cang [^ 200*> — A ) 
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II en est de même de la cotangente représentée 
par DS') laquelle est égale, et en sens contraire à 
DS cotangente de AH. On a donc aussi 

cot A = — cot ( ao9« — A ). 
Les tangentes et les cotangentes sont donc négatives, 
ainsi que les cosinus, depuis loo^ jusqu^à 200<*. Et, 
dans cette dernière limite , on a tang aoo^ = o et cot 
aoo^ = — cot o ==■ 



xin. Dans la trigonométrie il n'y a pas lien de consi- 
dérer les sinus , cosinus , etc. , des arcs ou des angles plus 
grands que aoo^; car c'est toigours entre o et aoo^ que sont 
compris les angles des triangles tant rectilignes que sphé- 
riques, et les côtés de ces derniers. Mais dans diverses 
applications de la géométrie ^ il n'est pas rare de considérer 
des arcs plus grands que la demi-circonférence , et même 
des arcs comprenant plusieurs circonférences. Il est donc 
nécessaire de trouver l'expression des sinus et cosinus de 
ces arcs , quelle que soit leur grandeur. 

Observons d'abord que deux arci égaux et de signes 
contraires AM, AN, ont des sinus égaux et de signes 
contraires MP , PN , tandis que le cosinus CP est le même 
pour l'un et pour l'autre. On a donc en général 

sin ( — .r ) = — sin x 

formules qui serviront à exprimer les sinus et cosinus de^ 
arcs négatifs. 

Depuis o^ jusqu'à aoo^ les sinus sont touJQurs positifs , 
parce qu'ils sont situés d'un même côté du diamètre AB ; 
depuis 2QO^ jusqu'à 400^ les sinus sont négatifs, parce qu'ils 
sont situés de l'autre c6té de ce diamètre. Soit ABN' =1 x 
lin arc plus grand que 200^, sou sinus P'N' est égal à PM 
sinus de l'arc AM z=lx — aoo^ ; donc on a en général 

Cette formule donnerait les sinus entre 200° et 400^ au 
moyen des sinus entre o^ et 200^ ; elle donne en particulier 
sin 400*^=— jw 200*= o; il est évident en effet que si 
nu arc est égal à la circonférence entière , les deux extré- 
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mités se confondent en un mêm^ poi^t ^ei^ j,e sinm^.se i|édiik 
i zéro. 

Il n'est p^s moins, évident que-, si à un arc qaelcoocpe 
AM on ajoute i^ie ou plusieurs circonférences y^ on retom- 
bera exactement sur le point M , et Tare ainsi au^enté 
a]ara le même sinus que Tapc AM ; donc si C désigne une 
circonférence entière on 400** , on aura 

sin X = sîn (C +^) = 5/« ( 2 C-ha:)=^£rï ( 3 C -|-a?)«to. 
La même cliose aurait lieu pour les cosinus , tangente^ etc. 

Maii)tenant, quel que soit Tare proposé jr, il est fadledo 
voir que son sinus pourra toujours s'exprimer , avec nu 
signe convenable , par le sinus d'un arc moindre «pie 100°. 
Car d'abord on peut retrancher de Tare x> autant de fois 
400° qu'ils peuvent y être contenus; soit le reste ^,011 
aura sin xz=.sin y. Ensuite si y est phis grand que àoo® , on 
fera y = 200** -+- z , et on aura sin y = 1— sin z. Tous les cas 
sont donc réduits à celui où l'arc proposé est moindre 
que 200**, et comme d'ailleurs on a sin (ioo^+j:) = 
sin (100** — X ) , il est clair qu'ils se réduisent ultérieurement 
9U cas QÙ l'arc proposé est entre zéro et 100^. 

XIV. Les cosinus se réduisent toujours aux sinus en vertu 
de Ja formule cos A. = sin ( 100** — A) , ou, si l'on veut, 
de la formule cos Azrzsin ( ioo*^-|~ A ) ; ainsi , sachant éva- 
luer les sinus dans tous les cas possibles , on saura de même 
évaluer les cosinus. Au reste, on voit directement par la 
figure que les cosinus négatifs sont séparés des cosinus po- 
sitifs par le diamètre DE , en sorte que tous les arc^ doiit 
Tcxtrémité tombe à gauche de DE ont un cosinus positif, 
tandis que ceux dont rextrémité tombe à droite ont. un 
cosinus négatif. 

Ainsi de o** à 100^ les cosinus sont positifs , de loo*^ à 3oo^ 
ils sont négatifs, de 3oo*^à 400^ ils redeviennent positif^; 
et après une révolution entière, ils prennent les mêmes 
valeurs que dans la révolution précédente , car on a aussi 
cos ( 400** -\- a: ) zz: cos x, ' 

D'après ces explications , il est aisé de voir que les sinus 
et cosinus des arcs uiultiples du quadrant , .ont Içs valeur» 
^.uiv^nte^ : 
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sin o®— 


sin 100° — R 


cos o°=R 


cos 100** a 


sin 20o**=o 


sin 300**= — R 


C0f200** R 


co^ 3 00^ — 


sin 400** — 


sin 5oo** — R 


cos 400® — R 


coj 5oo** 


sin 600^=0 


sin 700**= — R 


cos 600^ — R 


cos 700** a 


sin aoa**— 


sin 900^ — R 


cos »oo^ — R 


cos 900^ 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 



En général k désignant un nombre entier quelconque, on 



aura : 

sin a^. 100^ =::= Q, 
*«r(4it+i). 100* =;R 
sin (4^ — ï) • 100® = — R 



cos ( a^ 4- I ) • 10.0** =: o. 
cos 4^- 100*^= R 
cos (tiA + %). 100®= — R 
Ce que nous venons de dire des sinus et qosinus nous dis- 
pense d'entrer dans aucun détail particulier sur les tan* 
gentes , cotangentes, etc. des arcs plus grands que 200^; car 
les valeurs de ces quantités sont toujours faciles à déduire 
de celles des sinus et cosinus des mêmes arcs , ainsi qu'on le 

Terra par les formules que nous allons exposer. 

« 

Théorèmes et formules concernant les sinus ^ 
cosinus, tangentes, etc. 

XV. Le sinus d'un arc est la moitié de la corde 
qui sous'tend un arc double. 

Car le rayon CA, perpendiculaire à MN, divise fis 
en deux parties égales la corde MN et l'arc sous* 
tendu MAN; donc MP, sinus de l'arc MA, est la 
moitié de la corde MN qui sous-tend l'arc MA^ , 
double de MA. 

La corde qui sous-tend la sixième partie de la 

circonférence est égale au rayon ; donc dn 



XOk 



ou sin 33*^ -j = ^ R , c'est-à-dire que le sinus du tiers 
de l'angle droit est égal à la moitié du rayon. 
, Tk\\. Le quarré du sinus d*un arc plus le quarré 
de son cosinus est égal au quarré du rayon , de 
sorte qu*on a en général sin "* A + cos ' A=R ' (i ). 

(i) On désigne ici par si/i' A le quarré de sin A , et soniblablQ- 
loent pgr cos* A le c^uarré de ços A. 
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Cette propriëtë résulte immédiatement du triangh 

rectangle GMP, où Ton a MP+CP=GMr 

n i^ensttit qu'étant donné le sinus d'un arc on 
trouvera son cosinus, et vice vend, au moyen dei 
formules -cos A=:zfc v/ (R* — 5În" A), sot A=± 
V (R* — cas* A). Le double signe de ces fennuki 
vient de ce que le même sinus MP répond à deoz 
arcs AM, AM\ dont les cosinus GP, GP^ s<mt égau 
et de signes contraires , comme le même cosinm 
CP répond à deux arcs AM , AN , dont les simu 
MP , PN sont pareillement égaux et de signes con* 
traires. 

Ainsi, par exemple, ayant trouvé jiis SS^js^R, 
onen déduira co533^iou 5111 66^|=ï/{R*—iR')= 
V/|R*={^Rv/3. 

XVII. Etant donnés les sinus et casimis de 
l'arc A , on peut trouver les tangente, sécante^ 
cotangente et cosécante du même arc au moyen 
des formules suivantes : 

. R sin A , . R* A RcorA 

taiig A=: ~- , sec A = r-, cot A = 



cos A cos A sin A 



coséc A = 

sin 

En effet les triangles semblables CPM , G AT , GDS 

donnent les proportions : 

CP:PM::GA:ATouco5A:5wA::R:/a/ifi^A=5i^ 

^ cos A 

CP : CM :: CA : CT ou co5 A : R :; R : 5^c A= ^' 
J'M:CP:.CD:DSou5mA:co5A::R:co^A= 
PM : CM :: CD ! es ou jw A : R :: R : coséc A= 



cos A. 
"Rcosk 



sink 

"sink 

d'où Ton tire les quatre formules dont il s^agit. On 
peut observer au reste que les deux dernières for* 
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muleâ se dédmiraient des deux premières en mettant 
simplement loo** — A au lieu de A. 

Ces formules donneront les valeurs et les signes 
propres des tangentes , sécantes , etc. pour tout arc 
dont on connaîtra le sinus et le cdsinus; et comme 
la loi progressive des sinus et cosinus , selon les diffé- 
rents arcs auxquels ils se rapportent, a été suffisam- 
ment développée dans le chapitre précédent , il ne 
reste rien à désirer sur la loi que suivent semblable 
ment les tangentes , sécantes , etc. 

On peut confirmer aussi par leur moyen plusieurs résul- 
tats qui ont été déjà obtenus relativement aux tangentes ; 
par exemple , si Ton fait A= loo^ , on aura sin A =: R , et 

cos A=^o, donc tang 100^= — , expression qui désigne 

une quantité infinie; car R' divisé par une quantité très- 
petite^ donnerait un quotient très-grand ; donc R* divisé 
par zéro donne un quotient plus grand que toute quantité 
finie. Et parceque zéro peut être pris avec le signe -j^ ou 
avec le signe — , on aura la valeur ambiguë tang ipo^ = 

+ OP. 

Soit encore A =200^ — B, on aura sin Azusîn B, et 

€0s A = — cos B ; donc tang ( 200" — B j = z=: — 

R sin B __ . , - _, 

_ ^zz'-rtanff B , ce qui s accorde avec lart. xii. 

XYiii. Les formules de l'article précédent , com* 
binées entre elles et avec l'équation sin ' A + cos * A 
= B. "" , en fournissent quelques autres qui méritent 
attention. 

On a d^abord Ji' + iang' A = R' -H— ^ 

_ R'(^iVA+go^'A) ^ R* ^^^^T^..,^„^.jl, 

z=zséc^ A /formule qui $e déduirait immédiatement 
du triangle rectangle G AT; on aurait de même, 
par les formules ou par le triangle rectangle CD$ , 
Ra + coe^ Az=zcoséc^ A. 
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Enfin , si on multiplie entre elles les forûiules 

. R sin A . R cos A . 

tang A = r-, coc A = — :— -- , on aura taftg k 

cos A. -Slft A. ' 

R* 
X cot A = R* , formule qui donne cot At=i' -, 

R* 

et tanff A = -. On aurait de même cot B :^ 

^ cot A 

R* 
g. Donc cot A : cot B :: tang B : tang A ; c'est-à- 
dire , que les cotangentes de deux arcs sont en raison 
i/werse de leurs tangentes. 

Cette formule cot A x tàng A = R * se déduirait 
immédiatement de la comparaison des triangles sem« 
blables CAT, CDS, lesquels donnent AT:CA::. 
CD : DS , ou tang A : R :: R : cot A. 

XIX. Etant donnés les sinus et cosinus de deux 
arcs a e^ b , on peut déterminer les sinus et co- 
sinus de la somme ou de la différence de ces 
arcs y au moyen des formules suivantes ^ 

f , V sin a cos b -4- sin b cos à 

sin {a-^ b) = 



sin (a — b) = 
cos Ça-\-b) =: 



R 

sin a cos b — sin b cos a 

.1 

R 

cos a cos b — sin' a sin b 

R 
cos a cos b -|- sin a sin h 



cos {a — b) =1 

fig ». Soit le rayon AC z= R , l'arc AB = a, Tare BD=:=i, 

et par conséquent ABD = «-|- b. Des points B etD 

abaissez BE, DF perpendiculaires sur AC; du point 

D menez DI perpendiculaire sui* BC, enfin du point I 

menez IK perpendiculaire et IL parallèle à AC. 

Les triangles semblables BCE, IÇK donnétit les 

proportions 

sin a cos h 



CR : CI :: BE : IK ou R : co5 Z^ :: sin a : IK= 
CB:CI::CE:CK ou R:co5 i.:: co^ a:CK= 



R 

cos a cos h 
R 



TRIGONOMÉTRIE. 35t 

Lès triangles DIL, CBE-, qui ont les côtés perpendi- 
culaires chacun à chacun , sont semblables et donnent 
les proportions 

CB:m::CE:BLonR.sinb::cosa:Bhz=z—^— 

11 

GB:DI::BE:IL ou R\s.mh\\sina\\L'=i ^ — 

Hais on a 

IK4-DL5^DF=:m {u + b), et CK — IL=CF=: 

-GQS (a + é). Donc 

, , . sin u cos b H- sin b cos a 
sin{a-\-b)=-^ g^ 

y ^ % « COS a cos b — sin a sin b 
COS {n + b)=: ~ . 

n serait facile de déduif e de ces -deux formules les 
valeurs de sin {a — b) et de cos ( a - — J ) ; mais on 
peut les trouver directement par la même figure. En 
effet , si on prolonge le sinus DI jusqu'à ce qu'il ren- 
contre la circonférence en M, on aura BMr=zBD=^, 
et Ml=lD==sin b. Par le point M menez MP perpen- 
diculaire ^t MN parallèle à AC; puisque MI=DI, on 
aura MN=:IL, et IN=DL. Mais on a IK— IN= 
W?=sm{a—b),etCK-hWS=CP=cos{a—b)'y 

donc 

. , , V sin a cos b — sin b cos a 
un \u — ^)= 

, , V cos a cos b -4- sin a sin b 
cas (^ — b) = • 

Ce sont les formules qu'il s'agissait de démontrer. 

On pourrait craindre que ht. démonstration précédente 
ne f&t pas assez générale , parceque la figure qu'on a suivie 
suppose les arcs ez et ^ ^ et même a-^b plus petits, que 
loo^. Mais d^aib'ord la démonstration s*étend sans peine au 
tSLS où â et 6 étant plus petits que ioo°, leur somme n+b 
est > loo^. Alors le point F tomberait sur le prolongement 
de AC^ et le seul changement a faire dans la démonstration, 
serait de prendre coj (a -f-^)=:r;—CF; mais comme on aurait 
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«n même temps CF =: IL — CK, il ea résulte toujoutf 
cos(a-{'b) z= CK — IL, ou Kcot {a+b) = cas acosh 
— - sin a sin b. 

Supposons maintenant que les formules 

R sin {a + b) z=:sin a cos b -|- sin b cas a 
R cos ( a + 6 ) = cos a cos b — sin a sin b 
soient reconnues exactes pour toutes les Talears de a et 
de b , moindres que les limites A et B , je dis qu^elles auront 
encore Heu lorsque ces limites seront loo^ + A et B. 
£n effet , on a généralement , quelque soit Tare «, 
sin ( ioo° -|- or) = cos je 
cos ( 100° + ar) ;= — sin a?. 
Ces équations sont manifestes lorsque x est < 100^, et on 
s*assure aisément qu'elles ont lieu pour toutes les -valeurs 
de j?^ au moyen de la fig. 18, où MM" et M'M'" sont 
deux diamètres perpendiculaires entre eux , et où l'on peut 
prendre successivement pour x les valeurs AM, ADMS 
ADBM", ADB£M'"y ou ces valeurs augmentées de tant de 
circonférences qu'on voudra. 

Cela posé , soit .T=im-\-bj on aura 

sin ( 100^ -^ m -{- b)2=z cos (^m + b) 
cos ( 100** -\-m-\-b ) =— .«>2 ( wi + ô). 
Mais , suivant Thypothese , on connaît les valeurs des se- 
conds membres, tant que m et b n'excèdent pas les limites 
A et B; donc dans cette même hypothèse on aura : 
R sin ( 100^ -{- m + b)z= cos m cos b — sin m sin b. 
R cos ( 100** -|- /w -4- ^) = — ^^^ ^ <^os b — cos m sin b. 
Soit 100° + m = a , puisqu'on a sin ( 100® -j- //i ) = cojot 
et cos ( 100° -f- /w = — sin m , il en résultera cos rnrzzsin a 
et sin mz=z '^ cos a; donc en faisant cette substitutioa 
dans les équations précédenres , on aura : 

R sin ( a + è ) = sin a cos b -f- cos a sin b 
"Kcos {a-\-b^-=.cos a cos b^-^sin a sin b. 
D'où l'on voit que ces formules, qui n'étaient démontrées 
d'abord que dans les limites a < A , ^ < B , le sont mainte* 
nant dans les limites plus étendues a < ioo*^+A, è<B. 
Mais , par la même raison , la limite de b pourra être re- 
culée de 100**, ensuite celle de a^ ce qui peut se continuer 
indéfiniment; donc les formules dont il s'agit ont lieu 9 
gueUe que soit la grandeur des arcs a et b. 
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L'arc a étant composé de la somme des denx arcs a-^^b 
b, on aura , d'après les formules précédentes , 
Visinazn sin (a — b) cos b + cos {a^^b) sinb 
Hcosairz cas {a — b) cos b '^^ sin {a -^ b) sin b* 
de ceiles-ei on tire : 

R sin ( fr — ft) = sin a cos b-^sin b cos a 
R cos ( a— 6) = cos a cos b + sin a sin b^ 
*miiles qui auront encore lien pour toutes Taleurs de a 
de b. 

XX. Si dans les formules de rarticle précédent on 
it b=a, la première et la troisième donneront 
% sin a cos a cos* a-^sin* a 



Sin 2a= =r « cos 2 €1= ^ 

R R • 

îUes-ci serviront à trouver le sinus et le cosinus 
un arc double , k>rsqu^on connaît le sinus et la 
isinus de Tare simple. C'est le problème de la du* 
ication d'un arc. 

Réciproquement pour diviser un ^c donné a en 
iux parties égales , mettons dans les mêmes form- 
ules ^ a à la place de a^ nous auixms 



I ^ I ^y%»a I -,*.«a t 



a sm ^ a cos\ a cos' ^ a^-^sm* \ a 

Slfl €l^zz • , COS ilzz:z " ■ . I l w > i.. T d » 

R R 

r, puisqu'on a tout-à-la-fois cos^^a + sin^ ja=R* 
; cos * -j a — sin"" ^ a=R cos a, il en résulte 
w"~û=iR'+^Rco5aetj*«"ia=:iR"— iRcosa, 
3nc 

sin^ a=2 \/ {'-R' ^{Kcos a) 
cos l a= \/ (iR' +i.R cos a). 
insi , en faisant a=ioo°, ou cos a=o , on a 
71 5oo=cô5 5o«=i/'^R'=Rv/|; ensuite si l'on 
lit a=5o°, ce qui donne cos a-=.R.\/\^ on aura 
\n 25o=Ri/(i— ij/±) , et cos 25o=R ^/(l^l^jl). 

XXI. On peut aussi avoir les valeurs de sin^ a et cos^ a 
xprimées par le moyen de sin a, ce qui sera utile (ïans 
leaucoup d'occasions ^ ces valeurs sont r 
Onz, éd. ai 
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En effet , si on élevé la première au quarré , on aura sin *\a 

=^(R*+Rji/îa)+^(R-— Rjwia)— iV/(R*— R**«>i*«) 
=-î R' — 7R cos a; on aurait de mêmeco** 7 tf =:-ï R'+^R 
cos a, ce qui s'accorde avec les valeurs précédentes es 
$in^ a et cos\ a. Il faut cependant observer que, si cos a 
^tait négatif, le radical \/ (R'-*R sina^ devrait être pris 
avec un signe contraire dans les valeurs de sin 7 a et cos\a^ 
ce qui changerait l'une dans l'autre. 

XXII. Au moyen de ces formules , il est facile de déter- 
miner les sinus et cosinus de tous les dixièmes du qua- 
drant. 

I 

£t d'abord soit sin %o^z=ix, 7.x sera la corde de 46% <m 

le côté du décagone régulier inscrit; or ce côté est égftl 

au plus grand segment du rayon divisé en moyenne et 

^ ^> 4* extrême raison * ; donc si on fait le rayon égal =: i , on aura 

llixll^xl 1 — 2x. De là on tire 4^'= I — ^Xy ouar'+'j.a^zj'j 

donc (ar+'>)*=^H-T?=7T» donc x+^=^y^Sy et enfin 
«0U«/120*=^( — i+v^5). 

5 2^5 

Cette valeur , élevée au quarré , donne sin* ao'= — ; 

ioH-2^/5 

donc I— ^//i^2o', ou co^" 2o''=i — . Mais cos* a — sin^â 

16 

:i= cos 2a, donc cos Ao ou sin 00 = z=z -. 

16 ' 4 

Maintenant, si dans les formules du n^ xxi on fait R=:i, 
«= 20°, et sin «=7 ( — I -h j/ 5 ) , on en déduira 

sin io'*=|v/(3-4-V/5) — ^j/'(5 — v/5) 

Si ensuite on fait dans les mêmes formules a = 60*, t 
sin az=:j ( i -|-\/ 5) , on aura 

co^3o''=::^t/(54-V/5)4-il/^(3 — v/5). 

Avec ces valeurs et celles qu'on connaît déjà de sin 5(>, 
et de sin xoo**, on peut former It tableau suivant : 



u 



k 
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^ ^'ri^cost 00* =2 o. 

ut 4o'=c(w 6o'=|v/(io— av/5) 

«fi 5o*=:cot 5o*=TV/a 

in 6€r=cos 4o'=f(i+v/5) 

nn 9o' = coi io'=|v/(3 + l/5)+ip/(5— 1/5) 
rtR ioo*=cof o°=:i. 

Ces valeurs peuvent se simplifier encore , puisqu'on a 

<(3+|/5)— i|/io+iv/î»eH/(3-v/5)=Tl/io— 4v/a? 
.*où Ton voit qu'en regardant comme connues ^ à , |/ 5 et 
/ 10, il ne reste que quatre extractions de racines quarrées 
: faire pour avoir les valeurs des sinus et cosinus de tous 
es arcs multiples de io°. 

XXIII. Nous tirerons de ces formules deux conséquences 
«marquables. i^ Puisque ^sùi 40** est la corde de 80**, ou le 
todu pentagone régulier inscrit, ce côté=:S7V/(io-"2V/5)» 

Ml quarré=r ^— -. Le côté du décagone régulier 

ïa«/iao*=:^( — i+v/5),son quarré=j(6— 2v/5);or 
( 10— 2^/'5)=:i+-J;(6— 2\/5).Donc/<ajowi/7ïeyâàc€fa 
ugrré du rayon et du quarré du côté du décagone, est égalé 
i quarré du pentagone régulier inscrit» 

:i^ Entre les sinus des divisions décimales impaires du 
ladrant, on a cette relation 

sin 9o'+«>i 3o°+xm lô'^znsm 5o*+ j£fi 70*, 
• les divisions paires donnent semblablement sin 60^:2: 
vt ao**+~. Mais ces formules ne sont que des cas particu-* 
-rs , et on peut démontror que x étant un arc d*un nombre 
lelconqne de degrés , on a 
'«(i oo°-ar)H^i>ï (20*+:c)-4-f i>i (ao'-nar)==::fi/ï(6o'-nr)-f-j/^ 

3En effet, la formule ^tVi (a+b)-\-sin(a'^b)z:^iisinacosb, 
Onne 

«Vt (ao'+j:) +«« (20°— a:) = 2 JtVi 20* cro^a? 
sin ( 6o' -I- x)+sin (60'— a:) =: 2 sin 60 cosa» 

23. 
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Donc, puisqu'on a sin So'* — ^m . 3Q* :=: - , et cOi jr:s 
sin (}oo°*^4r), ces deux é<iuatioiis retraadiéeA Tune k 
Tautre, donneront 

s'm (6o'4-:c) +râ (6o*-jr)->r«/ï (fto^H-ar>-x//t (ao'-«)=«îf (i oo*-cr). 
Formule d'où l'on tire I^quation de% divisions impaires en 
faisant â?=io*, et qui en général peut servir à la vérific»- 
tion des tables de sinus. "^ 

xxiY. Si dans les formules première et troi4ieiBi 
de Varticle xix, on bit b^=z^a, on aura 

sm j«= ,cojr3«= = • 

■Ci A 

Substituant dan& celles-ci, an lieu de simka fH 
cas aa^ les valeurs trouvées dans Tarticle zx, et 
simplifiant les résultats au moyen de Yéijfmàmt 
sin^a-^cos* a:=R^, on aura f;^ 

sm 6 a = a sm a ^-^ — 

CO& 3 a^=: p, — ' — 3 C05 a. "r* 

*^ ^ 

Ces lormules qui servent à la triplication des arcS) 
peuvent servir aussi à opérer leur trisection w 
division en trois parties égales. En effet, si on fait 
sin 3 a=c et sin a:=ix , on aura pour déterminera 
l'équation c R"" = 3 R"" oc — 4 .r\ D'où l'on voit que le 
problême de la trisection de l'angle , considéré anaJj- 
tiquement,^ est du troisième degré. 

Si dans les mêmes formulc^s de l'article xix , oi 
fait successivement b=iZ a^ bz=z^ a, etc. , ou aufli 
, les. sinus et cosinus des arcs ^a,^ a, etc. ; c'est-à-diit) 
en général, les sinus et cosinus des multiples de fl* 
Réciproquement les formules qui servent à la multt' 
plics^tion des arcs, donneront les équations à résou- 
dre pour diviser un arc donné en parties égaks; 
c'est-à-dire, pour déterminer sin a ou cos a,. lors- 
qu'on connaît sin n a et cos n a. 






k 



xxT. Développbna encore les yaleurs àestnSn%K cas 5 a, 
0t pour cela prenons les formules 

^ sin^a cas i^a ■\- cos 3 a sin a a 

B. 

cd^ 3 a a)f 2 ô — Mrt 5 d .y/« 1 a 
cotf (3g-|->akg)= ' -i^ 

Ai on 7 substitue les valeuts déjà tifoUyées ktt Ix et xur^ 
en aura , après les réductions , 

, ^ ... -ao«>i'rt i6«/i* a 
f M 5 « ::r= 5 f 2/t g — ■■ ^ , ' " H _ ; ■ ■ * * 

^ ^ 20coj^<i i6cof*a 

cof 5 a = 5 cof et rr— H ^,^ - ■* 

R* R* 

^B'fù Ton iroit que le problème de la quintiséctiofi de Tangle 
'ferait du cinquième degré, et ainsi des autres ditisioiis par 
les nombres premiers 7 , 1 1 9 1 3 , etc. 

xxYj. Soit proposé pour exemple de trouver la Taleur 
de sin i*" approchée jusqu'à quinze décimales , ce qui peut 
être utile pour la construction des tables de sinus. L'ex- 
pression de sin lo**, trouvée n** xxii, étant réduite en déci- 
Hnales dans la supposition de R=z=i, donne sin 10*"=: o. 
ï 5643 4465o 4oa3i ;*dé là on tire, par la foiiftiule du n^ xxi, 
*4Ôï 5'=z:o. 07845 90957 27845. 

Soit maintenant sin i*z:za:, il faudra , pour avoir x , 
résoudre l'équation 

i6x'^— 20 jr'-f-5ic=: 0.07845 90957 17845. 

Si, pour abréger, on fait le second membre me, on aura 
à-peu-près Sse — 2ùx^=^c^ et a?=f c:-f-4(|-c)*. Or jczz: 
.01569 18191 et 4 (jc)^ =0.00001 5456; donc on a, pour 
llremiere approximation, j: = o. 01570 7275, valeur qui 
Ki'èât en erreur que dans la Huitième dëciniale. Pour en 
ilToif une plus exacte, soit .r = 0.01570 73+^, on aura, 
^n substituant dans l'équation proposée , et négligeant le 
qnarré et les autres puissances de^^ 

D.o78459oo9424927+4.9852oi7j=o.07845909572784S} 
iToù l'on tire j^=: 0.00000 00 173 11 8207, et 

ofousin i''=:o,oi570 73173 118207, 



-i 
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Da siriTi» de i* ou loo', on dnluiraît semblablrineDl i 
smus de 5o', de lo', de S', «i enfin celui de i'. 

xxvrr. Les formules de l'arlicle su fournis 
un grand nombre de conséquences, entie lesijiielli 
il suffira de rapporter celles qui sont de l'usage 1 
plus fréquent. On en tire d'abord les quatre d 
vantes : 

sinacoi 4:=:iR«n (a + i) +iRrtn (a—*) 

sin b caiû=^Rji!n {a-\-b) — ^Rsï/t (a— i) 

Gojacos i=jR cas {a — b) -\- ^Kcos {a + h) 

sin a sin * = iRcoj {a — b) — jRcoj {a+h) 

lesquelles servent à cVi iger un produit de plusifi 

fiiius DU cosinus, en qus et cosinus linéaires^ 

multipliés seulement ] * des constantes. 

xxTiii. Si dans ces formules on fait a + b:= 
a — b^t], ce qui donne a = , b :^ — r-, 



eu déduira 






.inp + .i., = t^„ 


-iip+l)" 


'i!.r—i) 


""■P-"°' = l" 


«i(f-,)c» 


'i(.f+l) 


aip+mi, = ^c 


'Hp+i)" 


•iC^-5) 



lïouTelles formules qu'on emploie souvent dansls 
calculs trigonométriques pour réduire deux teimai 
un seul. 

XXIX. Enfin , de ces dernières on tire encore pu 
, ,- . . , 1 > sin a tangi 
la diviâion, et ayant égard a ce que =^"5 — 

— --, celles qui suivenl ; 
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sin p + sinq sin^(j}+q)cos\{p—q) tang\{p+q) 

sinp — sin q cos^ {p-hq) «'«t (p — ^) ^^^ê^i iP"^^ 
sinp -^-slnq $ln\ ( j» + ^ ) tang^ ( i' + 9 ) 
cos p -f- cos q cos t ( /? + <7 ) R 

sinp + sirCq cos^(p — q) cot^ (p — q) 

^^'Î ^ — COJ/i «/?7 [p — q) R 

^//i p — sin q sm\ (p — q ) tang^ (^p^^ q'^ 

cos p + cos q cos^ {^p — ^) R 

sinp — sinq cos ^ ( /» + ^ ) ^of-J(/? + y) 

cos q — cosp sin \ ^ p + q) R 

cosp -{'COS q cos-^ (p-Hl ) ^^ % (/^""^ ) cot^{p'{^ ) 

cos q — cosp sin^ {P + ^) *^ {p — ^ ) ^^'^(P'^ ) 

sin (p + q) _ 2 J^/l^(j^-^^) cof^ (/H-g ) cost^P-H) 

sin p -^ sinq a sin^ {p-hq ) ^^^t {p — q)''^cos~ {p-^) 
sin {p+q ) _ ^sini{p-{-q)cos^{p-{-q) _ sin^P'\-q) 
sin p — sin q 2 sin^ (/?— ^) cos^ {p-^ç) ^^-^t {P'^Ç) 

Formules qui sont Texpression d'autant de théorèmes. 
De la première il résulte que la somme des sinus de 
deux arcs est à la différence de ces mêmes sinus, 
comme la tangente de la demi^somme des arcs est à 
la tangente de leur demi-différence. 

XXX. Si on fait bz=.a ou q=:o dans les formules 
des trois articles précédents , on aura les résultats 
qui suivent : 

cos* azzz^'R.* +4 Kcos^a 
êin* a = -jR* — j^Kcosiàa 



.a > 



R + cosp = iil 

^ R 



,*■ * 



R — cosp = 



2 sm* ^p 
R 



2 sin \p cos ip 
^ R 

sinp tang^p R 

1^ + cosp R ^ot^p 
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sinp cot^p R 

R — cosp "^ R tang -J- p 

R-f-cwjD cot^ip R? 

R — cosp R* umg^ip 

XXXI. Pour développer aussi quelques' formules 
relatives aux tangentes , considérons Fexpressîon 

urne (a + b)=. - -^^— ^T^, dans laquelle la subs- 
° ^ ' cos\^a-\-h) ' * 

titution des valeurs de sia (a + £) et eos (d + &)9 

donnera 

, , V R f sin a cos b + sin h cos a^ 

long (a+b) =— î^ , ^. , . ^• 

*^ ^ * cos a cos h — sm b sin a 

^ . cos a tang a . , c<m b tamgh 

Or on a sut a z= ~ — 2— et sm b = = — ^^-* 

A 11 

substituant ces valeurs et divisant ensuite tcAis ks 
termes par cos a cos b, on aura 

° ^ ' R^ '^ tang a tang b 

Cesx la valeur de la canc^ente de la somme de demi 
arcs , exprimée par les tangentes de chacun de ces 
arcs ; on trouverait de même pour la tangente de leur 

dilTérence 

, - . R* f tansr a — tang b *) 

^^ ^ K^ -\- tan^ a tang b 

Soit &=a, on aura pour la duplication des arcs 

la formule 

% R' tang a 
tans a a = ^r — « 

d'où résulterait 

R* R* 

fO/atf= ^^ -tang a'==,\ cota — ^tanga, 

tang À il 1 tang a » ^ 

Soit 4 ^ a â , on aurait pour leur triplication la 

formule : 

^ R V tang a -|- ta/tg a a > 

^ R' — Lin^ tz tang '^ a 
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dans laquelle si on substitue la valeur de king 2 a, 
on aura *" ^ 

5 3 R* tang a — tans ^ a 

^ R' — 3 tangt a 

XXXII. Le développement des formules trigonora\>tri-. 
ques , considéré dans toute sa généralité , forme une bran- 
che importante 4^ l'analyse , sur laquelle on peut consulter 
lexcellent ouvrage d'Euler , intitulé : Introductio in anàL 
Inf. , ou sa traduction par H. Labey, Nous croyons ce- 
pendant devoir démontrer encore les formules qui servent 
à exprimer le sinus et le cosinus en fonctions de Tare, 
formules dont la connaissance est supposée dans la note iv, 
et qui d'ailleurs sont nécessaires pc/ur la construction des 
tables. 

Et d'abord , supposant le rayon =: i , ce qui n'altère pas la 
g;énëralîté des résultats , on a la formule co.v' K-^sin^ A,= i , 
dont le premier membre peut être regardé comme le pro- 
duit des deux facteurs imaginaires co^ A H-V^ — i ^^^ -A. et 
505" A— V^^ 1 sinK- Si on multiplie ensenfble deux fac- 
teurs semblables cof A --h^-— 1 sinA.^ cos B-fc-v/ — i ^^/ïB, 
Le produit sera cos A cos B — sin A sin B -f- (.«/i A cos B -{- 
9in B cos A)^— - 1 , et il se réduit par conséquent à la forme 
cas ( A-f-B) -f- 1/ — I sin ( A-|-B) , laquelle est semblable à 
chacun des facteurs. On a donc en général 

icosA.-\:\/'^isiRjL) (r(wB-f-v/-i««B)=coj(A-f-B)+v/-i^«/«(A>+^ ) » 
et il est remarquable que la multiplication de ces sortes de 
quantités s'exécute en ajoutant seulement les arcs , ce qui 
est une propriété analogue à celle des logarithmes. On en 
conclura successivement 

(cojA -4- V/— I -«« A) {cos AH-j/'— i.w« k^z=icos%A,+\/^i sin 2 A 
{cas A -I- v/— I sin A) {cos a A+ \/-^isin 2 A) 3= cay 3 A-f-v/— i sin 3 A 
(cwA+V/^— i««A) (cof 3A-h|/— i««3A)=c(w4 A-H^-i *''^A A. 

etc. 
Le premier produit est égal à (coj A + v/ — i ^w A)% le 
second est égal à {ços A-f-\/' — i sin A) ^; et ainsi de suite. 
Donc en général , n étant un nombre entier quelconque 9 
on aura 

{cos A + v/^— I sin LYz=:ços n A 4-^/ — i sm n A. 
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De là résulte , «n changeant le signe de V/^— r 9 

• ( cos A— ^— I sm A)'*= cos n A — \/' — i sin n A, 

et de ces deux équations qui sont une suite Tune de Tantre, 
on déduira les valeurs séparées de sin /i A et cos n A. savoir: 

cos n A=7 (coj A-H/' — i sin A)'*+7(cof A— i/^ — i x£fi A)" 



$in nk'=z— ' — (roj A+l/— i sin A)"' — (cos A— t/— i sin A)* 

av/ — 1 «V/ — » 

XX XI II. Si on veut exprimer les mêmes quantités ei 
•érics , il faudra développer par la formulé du biaoïiM 
(cos A 4- \/ — I ft>i A)'*, ce qui donnera 

cas" A + -cof"— ' A ^//i A\/-i— '^ ' """' coj^ — »AiiVA I 

i.a.i *^ 1.^.3. 4 I 

Kt col te ({uantité étant la valeur de cos n A-f-v^ — isut «A, J 
on t'(j[alcra séparément la partie réelle à cos nA. , et la partie 
imajjinaire à ^Z — i fin nA, On aura donc 

€wnA=cos*A cos^^*Astn*A-\ cos'^ — ♦Afw*A* 

1.2 1.2.3.4 



n.« — i.n-« 



XiVt nA^incos^—'Asin A- " — coy"— "A *t>i 'A + etc, 

I .a. s 

sérios dont la loi est facile à saisir , et au moyen desqneDd 
on trouve le sinus et le cosinus d*un arc multiple de A, 
d'une manière beaucoup plus prompte que par les opér»* 
tions indiquées art. xxiv. 

xwiv. l^iisqu'on a sin A = «w A tang A, ces scri«s 
poux ont se mettre sous la forme 

- / «.«— i . n.n^iM — 2.n — 3 

€\M w.V = Ctv"A ï i r€3nc^A-\ /tf/ig* A— etc. 

\ 1.1 1.2.3.4 

«.A' ''•* l.lf-2 _^ \ 

.«; V *f A 1:: AV A I « /i?.\v A — ra«^' A + etc. 1 

\i ' 1.2.3 y 

Ni^it K =: --- « on aura « en substituant cette yaleor tt 
A 

c\xii»ervant cependant le facteur ccw* A, 
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f ar.av-A tang^K ar.jr— A.a>-2A.a>-3A tang*A. \ 

cosxzzco^M i-»— ^ : 1 — ^ • — r-i «te. J 

\ i.a A* i.!i,3.4 A* y 

9inx=co^h\ -• — ^ -— ^r h etc. 1 

Vi A 1.2.3 h} J 

Dans £65 formules on peut prendre A à volonté ; supposons 

A très-petit, alors — ^ — sera très-peu différent de l'unité, 

A 

parceque la tangente d'un arc très-petit est presqu'égalc 
à Tare. Cependant , tant que l'arc n'est pas nul , on a 

tang A.>A. (i) ou — ^ — > i ; on a en même temps 

A 

A>.«A(.); doncîf^<'^,ouîf^ <.-!-. De 
^ A sinA A cos A. 

tang A , , 

là on Yoit que le rapport — ^ — est toujours compris entre 

A. 

les limites z et . Soit A=o , on aura cos A= i ; donc 

co^ A 

tung A. I 

puisque est'compris entre i et « il faudra qu*oa 

A cos A 

tangk. ^ - . ^ 

ait exactement — - — = i. Donc en faisant Arro , on aura 



€0S 



(X* à:* X* ' \ 

' ' ' rri a / g g +^^^' ) 
1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.0 / 

/ X^ x' \ 

sinx=cos'^A.[ j:— 1 — etc. ) 

\ 1.2.3 I .2.3.4*^ / 

Il reste à yoir ce que devient cosf^ A , lorsque A diminue 

de plus en plus, et devient enfin zéro. Or on a — --- = 

cos* A 

sec* A= I -\-tang* A ; donc cw A = ( i-i-tang* -^ ) * » ^^^^ 

^» 7Ï /î./ï— 4~2 

€Os'*Â:=df i-^tang*A) ';=:i — tang * AH — '- tang^h.^ etc- 

a 2.4 



(i) AT est plas grand que AM, parceqne le triangle ATC est an sec- fig. t^ 
teur ACM : : ATX -j AC : AMX 7 AC : : AT : AM. 

(a) AM est plus grand ^e MP; parce qiie Tare MAN est plus grand 
ifue M corde Mlf . 
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Substiluant an Heu de n sa yaleur — , on aura 

X . tang* K x,x+*kk. ^ tang^ El 

A=i — A r 1 — — A'*— TT elf, 

a A* 2.4 A* 

Si Ton imagine maintenant que A diminue déplus euphis, 
X rcsfVinl la même , la valeur de ero^'* A approchera de phs 

tangK 

en plus de Tunité; enfin, si Ton fait A=oet — - — =i, 

M. 

on aura exactement cos^ A=i. Donc on a les foramles 

X* X* X* 

€OiXZZlP 1 -r — — ■ ■ ^ ^-^^ 

i.a 1.2.3.4 i.a.3.4*3*o 

x^ x' 

sin .r = X — — — -— -| — * — clC. 

x.a.3 I •2.3.4*^ 

par lesquelles on pourra calculer le sinus et le cosinvsd'ini 
arc dont la longueur est donnée en parties du rajon pns 
pour unitë 

xxw. Ces mêmes valeurs peuvent être exprimées d'une 
Manière succincte, par le moyen des exponentielles. Pour 
cela , il faut se rappeler que e étant le nombre dont le loga- 
rithme hyperbolique est 1 , on a 

e» = i-h -I 1 -H r-; +«^^- 

1 r.a i.a.3 i.a.3.4 

Si « dans cf tte formule , on fait z=zr\^ — i, il en résultera 

e*^ ~"'=i-| 1 1 ;:— etc. 

i i.a 1.2.3 1.2.3.4 i>2.3.4<> 

O:: aurait sembîablement en dian^eant le signe de ^ — l 

* ^ *=i 1 1 etc. 

1 i.i 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.5 

ÏV îà on tirp 



^'. . j ^^-^^--i 



4^*^ 



1 1 eie- 

x.a I .2.3.4 



— elc. 



s\ — 1 i.s.> 1^.3.4.5 

rr:fs *L".r.: *,r* wo,'.?»,^* TDntîciK sort ies i-al-ears titw^rtl 
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tos X r= , sin X = — 



— -«-.v^— 



^V — » e"~*^ — * sinx 

d'où l'on tire — ^ — ^ — =V/ — i . =:v/— x tansx^ 

^"^ — -j^e^'^^ — ' cosx ^ 

formule dont pn a fait usage , note iv. 

Le» mêmes formules donnent e*v/ — »= cof jt+v/— i sinx^ 
€ — *v^ — i=icpxa:^V/-- i**^-5P5 donc» en divisant Tune 

w^_ cos X'\-\/ — I sin X 

par lautre , on aura e ^ == — ■. =: 

*^ cos jr-^ \/ "-^ \ sm X 

j_|^Y/— I tangx 

= , ou eu prenant les logarithmes de chaque 

1— \/ — I tangx 

/i -h V — I tang j:\ 

membre, aarv^— in^log. ( )• Mais on 

\ I — \/ — I tangx/ 

t\ ~f- ^\ a a 

t^it que log. \ Vrsaa-f-- ** ^~ ê «*+ctc. ; mettant 

donc \/— t tang xau lieu de z, et divisant de part et 
d'autre par ^V — i , on aura 

jp=Ya7ïg'a:— j tan^ x-^^ tang^ x^^jtang ^ a:+ etc. 
Formule très-simple qui sert à calculer l'arc par sa tan- 
gente 9 lorsque celle-ci est plus petite que l'unité. 

XXXVI. Pour appliquer les formules précédentes à la 
détemônation du sinus et du co&inus d'un arc donné en 
degrés et parties de degré , il faiftt avoir la longueur de cet 
are exprimée en parties du rayon ^ ou , ce qui revient au 
même , il faut avoir le rapport de cet arc au rayon. Or, le 
rayon étant i , la demi -circonférence ou l'arc de 200* 
= 3. 141^9 a6535 89793a. Soit ce nombre=7r,la lon- 
gueur de l'arc — . 100° sera ^ — .—^; donc si on fait dans les 



formules^ précédentes x ziz — ^. — - , qu'ensuite on remette 

la valeur de ir , et qu'on calcule les coefficients jusqu'à seize 
décimales , on aura les formules suivantes : 
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sin Ç — • loo** j= 



m 



1.57079 63^67 948966- — 



m* 



.64^96 40975 o6a463 — j 



-I-O.07969 %S^6:i 46167^ 

■ 

—0.00468 17541 353187' 



n 
m' 

m' 



m9 



-{-0.00016 o44x 1 847874 — 



m 



I > 



.00000 35988 43^352 — ^ 



n 
m 



tS 



cosf — • 100® j=i 



i.ooooo 00000 000000 



jn' 



— i.a3370 o55oi 361698—; 



n 
m' 



-|-o.a5366 95079 010480 — j 



m 



— o.oao86 34807 63353o— ; 



n 



m 



+0.00091 931602 748394 ; 



m 



n 

1 • 



+0.00000 00569117292 — ^ 



•00000 00006 688o35 



n 
m 



> 5 






1 5 



« 7 



+0.00000 00000 060669 — ^ 



.00000 00000 000438 



n 
m 



» 9 



n 
m 



» » 



a 1 



+o.c»ooo 00000 ooooo3— — 



.00002 52020 423731—;^ 

n 
_ in 

+0.00000 04710 074779— r; 

n 

m 
.00000 ooo63 866o3i— — r 



m 



iS 



+0.00000 00000 656596— 7j 



m 



it 



.00000 00000 005294 — fî 



m 



>• 



+0.00000 00000 oooo34 — ;7 

n 



Les sinus et cosinus des arcs depuis zéro jusqu'à 5o*, 
comprennent les sinus et cosinus des arcs depuis 5o* jusqu'à 
100*; car on a jih (5o*+2)=cof (5o* — z) et cos (5o*+z)= 
sût (50""^— z). Donc, dans les formules qui donnent les 

valeurs de sut — 100 et cas — 100 , on pourra toujours 

ft n 

m 
supposer — < -^ ; de sorte que les séries seront tellement 

couTergentes , qu'il n'en faudra jamais calculer qu'un petit 
nombre de termes , sur- tout si on n'a pas bcsoia de bcas- 
eoup de décimales. 



mTîxsnri- 



5?* 



tWQWWi 



1»* = 






*«* = 



fa" = 
5** = 



^ 

rue ^a 

14 



Od 



I .^Qa at? 



IViccDcMc de Is Bet±<)«i«. 



al .'J -'J *-* •** 
= I- lîCu: i-»?-^*? 4.r»*I 
Z= •!- ♦îliliî '-^Li^i* «iJi,* 

= I. -«j^:j t**--: ?o5-45 

z=. -:. ■'•rtii; : ""•:•:• * " *>-*"■ 

— ;. S: : -O : ? î * ~ 'fî^ ^'^^^ 

— :. i3 : : 3 ? 3 : : a ^-* : 3.* 

z=, z. :ccct: jcccc cccco 



De la amstruciion des iahUs c*V jr;>;ciu>\ 

xzxTn. La la^aats ntil«s à cpii oc do:t ]» première cons- 
Irncdoo ds tailles de sinas . ont fv>i:«îe I^-r.r» c^lcuU $ur vl<'« 
inéduides ÎB^éuenses , mais dont Tap f>lù-aition et;iiit Ik^rt 
P^niUe. L'aulrse a fourni depuis des méthodes be«uc\n)p 
pla$ expcdidrcs pour remplir cet objet ; mais le* csîouU 
^tant déjà faits , ces méthodes seraient restées sans api^î 
cation, si rétablissement du système m^lr;iue n ei\t fourni 
l'occasion de calculer de nouvelles tables conformes à la 
dirision décimale du cercle. 

Ponr donner une idée des méthodes qu*on peut suivre 
dansia construction des tables , supposons qu*il s*«gisse de 
calculer les sinus de tous les arcs do minute en minute , 
'epnis I minute jusqu'à loooo minutes ou loo degrés; nous 
irons le rayon=i, Tare d'une minute = a^ et d*«bonl il 
Indra trouver le sinus et le cosinus de l'arc A avec un 
rand degré d'approximation. 

Le rayon étant i , on sait que la demi- circonférence ou 
arc de 2oo'=3. 14159 a6535 8979*32 j divisant ce nombre 
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parioooo,onararcde i ' on 0=0.0001570796 32679489^ 

valeur ci acte jusque dans laTingtieme décimale. Quand m 

arc est trcs-peHt, son sinus est sensiblement égal à Tan, 

ainsi on a à très^peu près tin a=o.oooi5 70796 82679 

48966. Mais cette valeur est déjà en erreur à la treizième 

«lécirnale , laquelle n'est que le dixième chiffre significatif. 

Pour en avoir une plus exacte, le moyen le plu^ simple est 

de recourir aux formules de l'art. 36, dans lesquelles, si <M 

m i 

fait — =■ , on aura immédiatement , par les deux ra 

n 10000 

trob premiers termes de chaque série, 

jrrW /!;;=: 0.000 1 5 70796 3ao33 5^5563 

r<vci=io.99.)99 99876 62994 Sa4oo 5a5J 

valeurs exactes jusqu'à la vingtième décimale pour le sÙÊm, 

et jusqu'à la vingt-quatrième pour le cosinus. 

\KXviii. Connaissant le sinus et le cosinus de l'arc d'oM 

minute désigné par a , pour en déduire succeasîveaeat kl 

sinns de tous les arcs multiples de «^ on fera dans ks f<»-, 

mules de Tart. aa,7' = jr-4-^j g=x— -a. La iHremirre eth 

troisième donneront par cette substitution , et en iaisnt 

toujours R ^ I « 

sin y^.r -f- rt '^ =: 1 rrw a fin jr — sin (.r — a ) 

f A* ^ .r -|- <j ' zr î cof <i co< .r — cos ^ jt — a ) 

Il n^sulte de ci?s formulfs qi:e si en a une suite d*aicsei 

pr\>i:ro*sioîi arithmétique . dont la différence soit a , lenn 

*i«u< tor:uen.^nt une su::* récurrente dont réchelle de 

fYUtioa r5î i<vor»:. — T. c'est -i-dire, que deux sinus 

wmstv.;!!* \ et Be:ar.: «:i'cv.l-.5. or. îro avéra le suivant C, 

t:î rau.^î^-îîar: B j^ir i vV-- .: . A f*r — i • el ajoutant les 

ô^,;v vTvxiu* ;ii . c^ q"i dcr.r.^rî C = 3 B rcj a — A- Les c»- 

sir.u* .*<■* "::;r*.r* jitv* :>Tr:f r,'r.: -,^i>=i*r: une soite rtfstr 

Vftx:\< *i»x*.î '. . .■ . i^". f ,:e r;!.- ,.j-r. fît 1 .-.v «s , — i : {^ 121 



\ 
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[. n ne s'agit plus que d'exécuter les opérations in* 
, en substituait les valeurs de sin a et cos a. Si on 
nstruire des tables de sinus avec 10 décimales , il 
ie prendre les valeurs de sin a et cos a approchées 
16 décimales , savoir : 

jr</i a = 0.000x5 70796 3ao33S 
cw = 0.99999 99^7^ 6a9945 

mme cos a diffère très-peu de l'unité , il y a un moyen 
îation dont il faut profiter. Soit X- 2z a ( i -^cos a)ss 

00246 7401x0, ou aura 2 cof as=a-»X> ce qui 
a, 

' x-\-a) — sin arsr:^i7tar— •«/i(x— <i)— /■ sin x 
\x-\-a) — cos xz:^ cos x»^^ cos (x— £«)— -/* cosx 

voir le terme sm (x+a) il suffit d'ajouter au terme 
ent sinx la différence sin (x+<<) — sinx^ laquelle 
mjour^ très-petite : or cette différence est, suivant 
iule , égale à nne différence semblable déjà calculée 
- ^c/2 (x — * a ) ,moins le produit de sin x par le nombre 
nt A-. Cette multiplication est donc la seule opération 

1 longue qu'on ait à faire pour déduire un sinus des 
précédents; mais il faut observer x^ qne l'on n'a be- 
e connaître le produit que jusqu'à la seizième déci- 
ce qui donnera fort peu de chiffres à calculer; 0^ que 
il tipli cations peuvent être abrégées beaucoup en for- 
L'avance les produits du nombre constant 2467401 10 

a , 3 jusqu'à 9 ; car , par ce moyen , on aura immé- 
Lent les produits partiels qui résultent des différents 
s du multiplicateur stn x^ et il ne restera plus qu'à 
'addition de ces produits , en se bornant toujours à 
ieme décimale. 

mêmes procédés devront être suivis dans le calcul des 
lS ; et , lorsqu'on aura prolongé l'une et l'antre sérief» 
à So**, la table sera complète. 

Il est nécessaire , nous le répétons , de calculer les 
avec 16 décimales, c'est-à-dire avec cinq ou six dé- 
s de plus qu'on n'en veut avoir réellement , afin 
assuré que les erreurs , qui peuvent se multiplier 
le cours de 5ooo opérationii , n'influeront cependant 
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pas sur la .dixième décimale des derniers résolUits. Le càleol 
fait , on retranchera les décimales superflues et on ne contj 
fttryera dans la table que dix décimales. 

Au reste , quand il s'agit d'exécuter tant de calculs, oïL 
doit clierclier à vérifier les résultats aussi souvent qu'il est 
possible. Dans l'exemple que nous avons apporté d'une 
table calculée de minute en minute, il serait nécessaire de 
calculer préalablement les sinus et cosinus dLe degré end^ 
gré ^ ce qui fera , de loo termes en loo termes , une Yér&* 
cation très-utile. Or , pour calculer les sinus de degré fl 
degré 9 on aies formules et les valeurs qui suivent : 



êtl 



sin («c-h i") — fùi.Tz=zfùi x — sin{^x — i*) — hginx 

c^OA• (.c-j- i") — €OS jrz=zcos X — coy(ar— 1*)— Actw* 

sin i* = 0.01570 73173 ii8ao 676 

cos 1* = 0.99987 663^4 81660 599 

A=a(i — ro5-i*)= 0.00024 67350 36678 802 

Les sinus calculés de degré en degré se vérifieront eoi' 
mêmes de dix en dix par les valeurs déjà connues deiûrio', 
>in 'ào*^ etc. Enfin lorsque la table entière est constmite, 
on peut encore la vérifier de tant de manières qu'on Toodn 
par IVquation 

XII. Les sinus, tels qu'ils résultent des calculs quenoos 

menons d'indiquer, sont exprimés en parties du rayoa.rt 

on les appelle fznus tature/s : mais on a reconnu dacs U 

pratique . qu'il y a beaucoup d'avantage à se servir des log^ 

ritkmes des sinus . au lien des sinus enx-mémes ; en oocsé- 

quence U plupart des tables ne contiensent point les uns 

natnrt'Is, ma:» seuletuen! leur» lo^rantliTnes. On conçoit qoc 

ie> <:':us c':a&c calcules . il jl t:e facile d'en trouver lésion- 

lichmes . mais comme la $ur{.v:si.ioa de rayon =1 1 rcnénit 

ne^jitLt'» :v>u> ies lo^in:rc::?< ces sîïit:*. on a "pmfévè àt 

prendre 1; r,»^ or. = ioc^"c>:co<:oo . c'eît-a^ire , qu'on a uni" 

tîj^e par 1 Jkrovxxvxxv? tcu* Ici >lzu5 trc-'«^es Aar**. assp- 

poiî:îO" .l" r^y.T.m : Fir v« zijy-::: li riyca o«l *-'r.r< dt 

X »x» * . s^ui *>: r^: ~c c -; : r^- : : r: " - — -j. e r.t c ic i I es cal zzli - * 

j-ov.r !.-:jt- :'.—' : ." ••r.::.*. ,': il riuîri.; .q:2e le* iji'i* 
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pratique y pour que leurs sinus eussent des logarithmei 
ttégatifs. ' ' ■ 

Les logarithmes des sinus étant trouvés , on en déduit 
très-aisément les logarithmes des tangentes par de simples 

soustractions; car, puisqu on a tan^x-^n. , il s Vrisiut 

COS X 

doç, tangxzzzio-^log. sin x-^^log, cos x. Quant aux ioga- 
xithmes des sécantes, ils se trouveraient d'une manière 

«encore plus simple , à Taide de Téquation sec. x = • 

cos X 

C'est parcequ'on pejit y suppléer si facilement qu'on n'in- 
sère dans les tables que les logarithmes des sinus et ceux des 
tangentes. 

' Il resterait à expliquer l'espèce d'interpolation dont on 
se sert, soit pour trouver les logarithmes des sinus et tan- 
gentes des arcs qui contiennent des fractions de minute^ 
sôit pour trouver l'arc qui répond à un logarithme donné 
de sinus ou de tangente , lorsque ce logarithme tombe entre 
deux logarithmes des tables. Mais pour ces détails on ne 
peut mieux faire que de consulter l'explication dont les 
tables sont toujours acconq)agnées. 

Principes pour la résolution des triangles 

rectilignes. 

XLH. Dans tout triangle rectangle le rayon 
est au sinus d'un des, angles aigus, comme Vhy- 
- ' poténuse est au côté opposé à cet angle. 

Soit ABC le triangle proposé rectangle en \ ; du fig. 3. 
point C, comme centre, et du rayon CD, égal %U 
rayon des tables , décrivez l'arc DE qui sera la me- ** 
sure de Tangle C ; abaissez sur CD la perpendiculaire 
■; EF qui sera le sinus de l'angle C. Les triangles CBA, 
CEF sont semblables et donnent la proportion CE : 
BF::CB:BA: donc 

-, ' R;jwC::BC:BA. 
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XLiii. Dans tout triangle rectangle le rayon 
esta la tangente d'un des angles aigus ^ comme 
le côté adjacent à cet angle est au côté opposé. 
Ayant décrit l'arc DE^ comme dans Farticle pré- 
cèdent) élevez sur CD la perpendiculaire DG qui 
sera la tangente de Tangle C. Par les triangles sem- I 
LIables CDG ^ CAD , on aura la proportion CD : D6 | 
' . : CA : AB ^ donc 

R : tang C :: CA : AB. 

XLiv. Dans un triangle rectiligne quelconque 
les sinus des angles sont comme les côtés opposés. 
%*4* Soit ABC le triangle proposé, AD la perpendicu- 
laire abaissée du sommet A sur le côté opposé BC, 
i) pourra arriver deux cas : 

lo Si la perpendiculaire tombe au - dedans dn 
triangle ABC , les triangles rectangles ABD , ACD 
donneront , suivant Fart, xlii , 

R:5mB::AB:AD 
Rr^mC :: AC : AIJ. 
Dans ces deux proportions , les extrêmes étant 
égaux , on pourra , avec les moyens , faire la pro- 
portion 

siri C : stn B :: AB : AC. 

fig. 5. a® Si la perpendiculaire tombe hors du triangle 
ABC, les triangles rectangles ABD, ACD donne- 
ront encore les proportions 

R :5m ABD:: AB : AD 

ViisinC :: AC: AD: 

d'où Ton déiluit sin C : sîn ABD :: AB : AC. Mais 

langle ABD est supplément de ABC ou B ; donc 

sin ABD =z sin B; donc on a encore 

sin C : sin B :: AB : AC. 

xi.v. Dons tout triangle rectiligne le cosinus 
iVun af}S[le est au rarcn , comme la somme des 
quarts tU^ côti^ qui comprennent cet angle 
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.moins le quarré du troisième côté, est au double 
rectangle des deux premiers côtés; c'est-à-dire 
-qu'on a : 

icaxB:R:: AB+BG— ÂC*:a A.Bx BC, ou C(75 B=: 

j. AB-4-BC— AC 

Soit encore abaissée du sommet A la perpendi 
c^ulaire AD sur le côté BC : 

I ^ Si cette perpendiculaire tombe au-dedans du triati- fig. i^ 

gle , on aura^ ÂC = ÂB 4- BC "— 2 BC X BD ; donc BD • la. 5. 

— "^ ^ — , Mais daps le triangle rectangle ABD , 

on a R : 5i>i BAD : : AB : BD ; d'ailleurs l'angle BAD 
l^tant complément de B , on a 5{>ï BAD = cos B ; donc 

n V BT) 

^os B = — T-5 — , ou en substituant la valeur de BD, 

Ao 

_ _^ rB + Bc'-«-ÂC* 

a** Si la perpendiculaire tombe au-dehors du trian- fig.^. 
^le , on aura ÂC=ÂB + BC 4- 2 B C X B D*^ donc B D * i3. x. 

^== -,- — — . Mais dans le triangle rectangle 

R V BD 

SAD, on a toujours sin BAD, evLcos ABD.;= — j^ — « 

^tTangleABD, étant supplément de ABC ou B, on 



i* cos B = — €0$ ABD =2 7^=r — ; donc en subs- * 

AB ' 

ituaat la valeur deBD, on aura encore 

_ » ^ ÂB + BC*— ÂC* 



SA. 



co5B = Rx 



aABxBC 



xLvi. Soient A, B, C, les trois angles d'un, triangle 
^^elcone[ue; a, b, c, les côtés qui leur sont respec- 
tivement opposés , on aura , suivant cette dernière* 
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•. « a*+c* — b* ^ • . . . 

proposition cos B = R.— — — . Le même pnncipi 

n a c 

étant appliqué à chacun des deux autres angles , don- 

è* + c* — a* 

nera semblablement cos A == R. ; — -. , cw C 

a o c 

a^^b' — c* 
2 a 6 

Ces 'trois formules suffisent seules' pour résoudre tons 
les problèmes de la trigonométrie rcctiligne ; car^étariltis 
données trois des six quantités A. ^B y C^ a, b, c, oui ftt m 
ces formules les équations nécessaires pour déterminer ki 
trois autres. Il faut par conséquent que les principes ë^ 
ei posés , et ceux qu'on pourrait leur ajouter ^ ne soient 
qu'une conséquence de ces trois formules principales. 



En effet , la valeur de cos B donne. •.••.•••.•• 

sin* B=R'— co*' B=:R'.-! !^— ï- ^=— r: 

4 a* c' 4flV 

(2a*è' + 2«*c*-f-2ft*c'— ^ï* — 6* — c*); donc 

sinB K ^ , , , ,, ,, 



] 



b 2 abc 

Le second membre étant une fonction de a, 6, c,àm 

laquelle ces trois lettres entrent toutes également ^ il at 

clair qu'oâ peut faire la permutation de deux de ces lettiti | * 

, . . sin B sïn A sîn C . I ^ 

a volonté, et qu amsi on aura — - — z=. z= , ccqa 

bac 

est le principe du n** xLiy. Et de celuirci se déduiraiot 
facilement les principes des n»» xlii et xliii« 

XL VII. Dans tout triangle rectiligne la somnte 
de deux côtés est à leur différence y comme l^ 
tangente de la demi-somme des angles opposés 
à ces côtés y est à la tangente de la demidiffi- 
rence de ces mêmes angles. 

f'g4et5. Car de la proportion AB : AC :: stn C : sin B,oii 
trie AG -h AB : AC — AB : : sin B -f- sin C : sin B — m C 
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^■iSAis^ d'après les formules de l'art, xxix^ bii a 

; B+C B— C 
^ sin B+sin C : sin B — sin C * : tang — — : tang j 

fîilionc 

B— I— P B— "C 
AC-f-AB : AC— AB :: tang — — : tang-^ ; 

ce qui est le principe énoncé. 

Avec ce petit nombre de principes , on est en 
^tat de résoudre tous les cas de la trigonométrie 
srectiligne. 

^ Résolution des triangles rectangles. 

• xiiVni. Soit A l'angle droit d'un triangle rectan- 
gle proposé^ B et C les deux autres angles; soit a 
l'hypoténuse , b le côté opposé à l'angle B , et c le 
côté opposé à l'angle C. Il faudra se rappeler que 
les deux angles B et C sont complémentis l'un de 
l'autre , et qu'ainsi , suivant les différents cas , on 
peut prendre j//i C=zcos B, sin B=cos C, et pareil- 
lement long B=:cot Cy tang C=co^ B. Cela posé , 
les différents problêmes qu'on peut avoit* à résoudre 
sur les triangles rectangles se réduiront toujours aux 
ijuatre cas suivants. 

PREMIER CAS. 

- xLTx. Etant donnés V hypoténuse a et un coté 
b , trouver le troisième côté et les deux angles 
aigus. 

Pour déterminer l'angle B, on a la proportion* *xlhj 
4» : A : : R : sin B. Connaissant l'angle B , on connaîtra 
en même temps son complément ioo<> — B=C; ort 
pourrait aussi avoir C directement par la proportio» 
uib ::B. :cos C. 

Quant auL: troisième côté c^ il peut se trouver d* 
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deux manières. Après avoir trouve Tangle B^oilfi 
*'xLxzi. peut faire la proportion* R : cot B :: & : c, qui doo-li 
nera la valeur de c; ou bien on peut tirer directe* T 
ment la valeur de c^ de Téquation c*=a* — b^ fi 
donne c=l/ (a' — A') , et par conséquent 

logcz=z\log{a+b)+^log{a—b). 



DSUXIBMB CAS. 



L. Etant donnés les deux côtés h et c de Vnn^ 
droit , trouver Vhypoténuse a et les angles, 

*%Lxn, O^ 2L\xv2i Tangle B par la proportion* c : i :: R: |t 
umg B. Ensuite on aura G=ioo^ — B. On troaTe- 
rait aussi C directement par la proportion i : c ::; 
R : tang C. 

Connaissant Tangle B , on trouvera rhypoténme 
par la proportion sin B : R :: & : a; ou bien on peut 
avoir a directement par Tëquation û=v/ (A'-f-c'); 
mais cetie expression , dans laquelle é' + c* ne peut 
se décomposer en facteurs ^ est peu commode pour 
le calcul logarithmique. 



TROISIEME CAS. 






Li. Etant donnés ï hypoténuse a et un angle 
B , trouver les deux autres côtés h et c. 

On fera les proportions R : sin B :: « : J, R : cosB :: 
a : Cj lesquelles donneront les valeurs de b et c. Quant 
à Tangle C , il est égal au complément de B. 

QUATRIEME CAS. 

xii. Etant donné un côté b de V angle droite 
avec Vun des angles aigus ^ trouver V hypoténuse 
et l'autre côté. 

Connaissant Tun des angles aigus on connaîtra 
Tautre , ainsi on peut supposer connus le côté b^ et 
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l^angle oppose B. Ensuite, pour déterminer a et c^ on 
aura les proportions 

sinBiVi:: b:a, Rtco^B :: b:c. 

Résolution des triangles rectiUgnes en 

général. 

Soient A, B, C,les trois angles dVn triangle recti^gne 
proposé, et soient a^ &^ c^ les côtés qui leur spnt res* 
peetiyement opposés : les différents problèmes qui 
peuvent avoir lieu pour déterminer trois de ces quan- 
tités par le moyen des trois autres , se réduiront tou<* 
|Oiirs aux quatre cas suivàtits. 

PREMIER CAS. 

liii. Etant donnés le côté a et deux des angles 

du triangle^ trouver les deux autres côtés b et c. 
i Les deux angles connus feront connaître le troi- 
^ «ieme , ensuite on trouvera les deux côtés 6 et c par 
les proportions*, 

51/1 A i sin'R :: a i b. 
sinA : sinC :: a : c. 

DEUXIEME CAS. 

LIT. Etant donnés les deux côtés a ef b , avec 

V angle A opposé à F un de ces côtés , trouver le 

'" troisième côté c et les deux autres angles B et Ç. 

On trouvera d'abord Tangle B par la proportion 

a i b II sinA : sin B. 

. Soit M Fangle aigu dont le sinus = , on 

^ pourra , d'après la valeur de sin B, prendre ou B=M 
ou B=:200° — M. Mais ces deux solutions n'auront 
lieu qu'autant qu'on aura à la fois l'angle A aigu et 

^ b>a. Si l'angle A est obtus , B ne saurait l'être ^ 



XUT. 



t 
f 
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ainsi il n^ y aura qu'une solution ; et si A éëufl aigo 
on a & < a^ il n'y aura non plus qu^une solution, 
parce (^'alors on a M < A , et qu'en^ fsdsant B = 
200° — M , on aurait A -f- B > aoo® , ce qui ne peut 
avoir lieu. 

Connaissant les angles A et B , on en conclura le 
troisième G. Ensuite on aura le troisième côté c par 
la proportion 

sin A : sin C :: a*: c. 

On peut aussi déduire c directement de Téquatioii -^ 

«»*+c'— a* ., bcosa f b*sm*k\ 

2:13 -—, qui donne c=: — |-v/( a* — * l' 

Mais cette valeur ne peut se calculer par logarithmes qu'au 
moyen d*un angle auxiliaire M ou B , ce qui rentre dans 
la solution précédente. 

TROISIEME CAS. 

Lv. Etant donnés deux côtés a eth avec Pangle 
eompris C , trouver les deux autres angles A et 
B et le troisième côté c. 

Connaissant l'angle C , on connaîtra la somme des 
deux autres angles A 4- B = 200^ — C et leur demi- 
somme^ (Ah- B) zzrioo^ — ~C. Ensuite on calculera 
la demi-différence de ces mêmes angles par la pro- 
^ xLvii. portion * 

a-^b\ a — h : : tang\ ( A + B) ou cot\ C : tang\ (A— B) 
où Ton suppose â^ > ^ et par conséquent A > B. 

Ayant trouvé la demi-différence 7 (A — B), si on 
l'ajoute à la demi-somme \ ( A-f- B) , on aura le plus 
grand angle Aj si au contraire on retranche la demi- 
différence de la demi-somme, on aura le plus petit 
angle B. Car, A et B étant deux quantités quelcon- 
ques, on a toujours 

A = i(A + B)+|(A^B) 
B = i(A + B)-HA-B). 
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lies angles A et B étant connus, pour aroir le troi- 
sième côté c, on fera la proportion 

sin A : sin C :: a : c. 

1.V1. Il arriva souvent dans les calculs trîgonométrîques 
f|ue deux côtés ael b sont connus par leurs logarithmes ; 
' «lors pour ne pas être obligé de chercher les deux nombres 
correspondants , on cherchera seulement Tangle (p par la 
proportion^ : a :: R : tang^. L'angle f sera plus grand que 
5o*^, puisqu'on suppose a > 6; retranchant donc 5o** de ç, 
on fera la proportion 'R : tang ( ç — 5o*^ ) : : cot^Cl tang 
•2>( A^^B) , d'où l'on déterminera comme ci-dessus la valeur 
de y(A— B), et ensuite celles des deux angles A- et B. 

Cette solution est fondée sur ce que tang (f •— -5o^) = 

2-î > OTtang<f= — e\tang5o rziKi 

R» + tang ç tangSo^ ' b 

Yi(a — b) 

èonc tang(<f — 5o^)z= -> donca + ^: ^ — ^ 'l Rî 

a-\-b 

tang (<p— 5o**3 :: cot^Q: tang\ (A— B). 

Quant au troisième côté c , il peut se trouver directe- 

. cosC a^+b'^—c* , ^ 

jnent par léquation zz: , qui donne c= 

R a a 6 

,, ^abcosC\ ,, . -, , 

a*-{-b*^^ j. Mais cettç valeur n est pas com- 

mode à calculer par logarithmes , à moins que les nombres 
qui représentent a^b^ et cos C , ne soient très-simples. 

' Il est à remarquer que la valeur de c peut aussi se mettre 
sous ces deux formes : c=: 

ce qui se vérifie aisément au moyen des formules sin^\ C=: 
^R*— .iR'cojC, <:of*^C=TR'+TRcay C. Ces valeurs 
seront particulièrement utiles , lorsque l'angle C étant très- 
petit , ainsi que «— ^ , on voudra calculer c avec beaucoup 
de précision. La dernière fait voir que c serait l'hypoténuse 

d'un triangle vectangle formé sur les côtés (a+è) — -^ — 



v( 



c'est ce qu'on peut a 
ingle proposé dar 






connaitltil 



Soit CAB le 
deuxcAiés CB=:n, CAi^i, et l'angte compris C. Du 
Ccomme centre et du rayon C6 égal au plus ^rand de» dnu 
fi6tés donnés, décrivez une circonférence qui rencontre m 
Det E le côté Ci prolongé ; joignez BD, BE, et meneiiî 
perpendiculaire à BD. L'angle DBE inscrit dans la dumi- 
drconférence sera un angle droit, ainsi les lignes AF,BE, 
seront parallèles, et on aura la proportion BF ; AE ;; DF; 
ASr.cos D:B. On aura aussi dans le triangle rectan^s 
DAF, AF : DA :t ..'Vi D: B. Substituant donc les vakuri 
DA=DC+CA=a+6, AE;:=CE— CA 



Ja + h).uniC 



Ja--b)c, 



tC 



Donc en effet le troisième côté AB du triangle proposa 
est l'hypoténuse du triangle rectangrc ABF, âoiitl»c6téi 

sont (a-i-b) ^ et (a — 6) — — — . Si dan» ce 

triangle on cherche l'angle ABF opposé au côté A 

qu'on en retranche l'angle CBD:^4C,on aura l'angleB 1 
du irlanele ABC. De-là on >olt que la résolution du trian- 
gle AHC, dans lequel on connaît Ifs deux côtés a el''ft 
l'angle compris C , se réduit immédiatement à celle da 
triangle rectangle ABF, dans lequel on connaît les dein 

côtés de l'angle droit , savoir : AF = ( a + t ) — ^— d 

BF = (a — b) — ——. Ainsi, par cette construction, on 
pourrait se passer de la proposition du a" 47- 

QTIATKIEMS CAS. 

Lvn. £tant donnés les trois côtés a , b , c , ï/iott- 
ver les trois angles A , B , C. 
L'angle A , oppesé au cSt« a, se treuve par la for- 
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Qiule cas A=R. — — : , et on déterminera sem- 

a bc 

blablement les deux autres angles. Mais on peut ré* 

soudre ce même cas par une formule plu^ commode 

pour le calcul logarithmique. 

Si on se rappelle la formule R' — R ços A = 
â 51/»" ^ A, et qu'on y substitue la valeur de 

cas A, on aura 2 sui - A = R . = 

% bc 

^.a'-(^r^^, (g + ^-c) ja-b + c) ^^^ 
^ bc % bc 

• A— R . /A« + ^ — '^) ja — b + c) 



un '- A=:R y/ {^T JA 2Li^ . Soit, pour 

abréger, 7 (a + i + c)=/?, ou a-f-i-|-c=2/?, on 
lura a-\-b — c=:2p — ne, a — b+c::=z!ip — 2 &;donc 

F*orinule qui donne aussi la proportion 

éc:(/? — *)(/;— c)::R':5m' i A 

rt qui est facile à calculer par logarithmes. Gon- 
saissantle logarithme de 5m 7 A, on connaîtra 7 A 
lont le double sera l'angle cherché A. On pourra 
^ire de même par rapport à chacun des deux autres 
fe.tigles B et G, 

Il y a d'autres formules également propres à résou- 
Ixe la question. Et d'abord la formule R' -f- R co^ A = 

^ cof* 4 A donne cw* 4 A =R*.-^-^ —■ =:R*. 

t^bc 

lb + cy-ar _^^ {b + c-a){^ + c-\-a) 

: — -— — = xl . -— ; — ' . Mais en 

46c t^ oc 

faisant toujours u+b+czzzikp , on a b'{-^C'-^az:^%p'^%a} 
âonc 



€0S 



,. = B^(k=f>). 
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Cette valeur éUint eosuitie combinée avec celle de m*JL 

donnera une autre formule , car ayant te/ig^~A = « ' ■ 

cos jÈL 

on en tire 

\ PP — a J 

Exemples de la résolution des triangles 

rectilignes. 

iTiii. Exemple I. Supposons qu^n veuille aToir 
^s*'' la hauteur d'un édifice AB , dont le 'pied est ac- 
cessible. 

Ayant mesuré sur le terrain , supposé à-peu-prèf 
>de niveau, une base AD qui ne soit ni très-grandie ni 
très-petite par rapport à la hauteur AB , on jplacen 
en D le pied du cercle ou de Tinstrument quelconque 1 j 
avec lequel on doit mesurer Tangle BCE formé par . 
la ligne horizontale CE parallèle à AD , et par b 
rayon visuel GB dirigé au sommet de Tédifice. Sup- 
posons qu'on ait trouvé AD ou CE =67. 84 menés 
et l'angle BCE =45® 64' ; pour avoir BE, il faudra 
résoudre le triangle rectangle BCE dans lequel on 
connaît l'angle G et le côté adjacent £C. Ainsi, 
d'après le cas iv , on fera la proportion R : tting 45° 64' 
:: 67.84 :BE, 

L' tang l^^" Bl^^ 9.9403263 

L. 67 • ^4 i.83i4S5B 

Somme — /o^R= . • . . 1.77181^1 

Ce logarithme répond à Sp . 1 3o , ainsi on a BE— 
^ff^» i3* Ajoutant à BE la hauteur de Tinstrument 
CD ou AE que je suppose i"^. 12, on aura la hau- 
teur cherchée AB=6o°». aS. 

Si dans le même triangle BEC on veut connaître 
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* llijpoténuse BC, on fera la proportion cos 45^ 64'' 
LtR::67-84:BC 

\ L.R + L. 67.84 .... XI.83I48/Î8 
L.cof 45*64' 9.8772784 

« ^^ 

Différence*. .... i . 954^2074 =Li. BC. 
PoncBC=89™. 993. 

i^T. B, Si l'on ne voyait que le sommet B de Tédifice ou 

^ du lieu quelconque dont on veut connaître la hauteur , ou 

déterminerait la distance BC comme il sera dit dans 

l'exemple suivant : cette distance et l'angle connu B(JE 

J suffisent pour résoudre le triangle rectangle BCE 9 dont le 

]; tùté B£ augmenté de la hauteur de l'instrument , sera la 

Iiauteur demandée. 

i*ix. Exemple IL Pour avoir sur le texràin la dis- Cg.^^ 
tance du point A à un objet inaccessible B , on me- 
surera une base AD et les deux angles adjacents 
BAD , ADB. Supposons qu'on ait trouvé AD =z 
n588°>. 45, BAD= ii5° 48' et BDA = 4oo 8' , on en 
conclura le troisième angle ABD=44° 44' ? ^t pour 
avoir AB , on fera la proportion s in ABD : sin ADB 
:: AD:AB. ^ 

L. AD. ........ . a. 7697096 

L. ^<>t A D B'. 9 . 7699689 

Somme ai 6896785 

L. Jin ABD 9.8o8o3i4 

l».- A*B 2.7316471 

Donc la disMaèil cherchée AB= S39 . 07 

^Si , pour un autre objet inaccessible C , on a 
trouvé les angles CAD = 39^ 17% ADC= i320 83', 
on en conclura de même la distance AC= i2oa">, 32. 

liX. Exemple III. Pour trouver la d!istance entre fi^g, 
dea^Tbbjets inaccessibles B et C , on déterminera AB 
et. AC, comme dans Texemple précédent, et on aura 
eu* même temps Fangle compris BAG:r=BAD — 
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DAC (i). Supposons qu'on ait trouvé ABrzrSîp™. c 
AC=i2oa°>. 32, et l'angle BAC =76® 3i';po 
avoir BC , il faudra résoudre le triangle BAC ù 
lequel on connaît deux côtés , et l'angle cpmpr 
Or ) d'après le troisième cas , on a la propordi 

AC + AB:AC — AB ::tanff^^:uing^^,i 

B — C 

1741*39 : 663. a5 :: Uing6i^S4'i • ^^*wg^ • 

L. 663» 25 2.8216773 

L. to77^6i* 84' V io.i65/i748 

Somme. ••.•... 12.9871521 
L. 1741.39 3.2408960 

L. tang " ••...• 9.7462561 

2 

B — C 
Donc = 32*37', S 

2 

B -4- C 
Maison a —^-rz 61*84% 5 

2 

Donc ^ . • B =: 94'' 22', 3 

et C = 29" 46'. 7 

Maintenant, pour avoir la distance BC, on ferai 
proportion sin B : sin. A :: AC : BC, ou 

$in 94^22'. 3 : 5m 76° 3i' :: 1202™. Sa : BC 

L. 1202. 32 3.0800200 

L.fi>2 76*31' 9'9%'^^99 

Somme 1 3.^1^299 

L. ^//i 94" 22', 3 9.9982096 

L. BC 3.o5io2o3 

Donc la distance cherchée BC=ii24". 66. 



(i) n pourrait arriver qne les qnatre points A , B, C , D , ne fusse 
pas dans un. même plan , alors Tangle BAC ne serait plus la difTèreii 
eâtre BAO et DAC, et il faudrait avoir, par une mesure directe, 
valeui* de cet angle : à cela près, l'opération serrât la même. 
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txi. Exemple IV. Trois points A, B, C, étant %-9* 
»nnés sur la carte d'un pays, on propose de déter- 
iner la position d'un quatrième point M, d'où on au* 
it mesure les angles AMB, AMC; les quatre points 
axit supposés dans le même plan. 

Sur AB décrivez un segment AMDB, capable de 
angle donné BMA ; sur AG , décrivez pareillement un 
3gment AMC capable de Tangle donné AMC^ les 
eux arcs se couperont en A et M , et le point M sera 
} point requis. Car les points de Tare AMDB sont les 
euls d'où l'on puisse voir AB sous un angle égal à 
LMB ; ceux de l'arc AMC sont les seuls d'où l'on puisse 
oir AC sous un angle égal à AMC; donc le point M, 
ntersection de ces deux arcs, est aussi le seul d'où 
''on puisse voir à la fois AB et AC sous les angles 
VMB, AMC. Il s'agit maintenant de calculer trigpno- 
nétriquement la position du point M, d'après cette 
construction. 

Soient les données AB = 25oo"*, AC=:7ooo°* 
K: = 9oôo™, AMB = 3o« 8o', AMC = i2io 4o'. 
^ans le triangle ABC , où l'on connaît les trois 
ités , on déterminera l'angle BAC * par la £Qrmule » 

^'^A=:R\ 4 ; dourontirea/aff^m-Ain 

' a,5oo.70oo ^ " 

). 9334433, logsin\\=2Q.Q6Qii^i , ^ Azz=:76^3i ' . 5, 
enfin A=i520 63'. Tirez le diamètre AD et joî- 
lez DB ; dans le triangle BAD rectangle en B, 
^ aura le côté BA=:25oo, et l'angle opposé BDA 
-BMA = 3o<> 8o'; d'où résulte l'hypoténuse AD 

BA X R 

^-r-^i=rr = 5374'". 6. Tirant de même le diamètre 
sin BDA ' 

ï! et joignant CE, on aura un triangle rectangle 
CE dans lequel on connaît le côté AC ==: 700a, et 
ingle adjacent CAE=AMC — ioo<>=2i«>4o'j d'où 
OUfZi. édit, *' 25 



LTXI. 
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Ton conclura AE = — ^77= = 741 5™. I! 

cas CAE ' lA 

Maintenant si Ton tire MD et ME , les deux angkili 

AMD, AME, étant droits, la ligne DME aealp 

droite. Il reste donc à résoudre le triangle DAE dan li 

lequel la ligne AM , dont il faut déterminer la gran 

deur et la position , est perpendiculaire à DE. Or, 

dans ce triangle on a les côtés donnés AD =5374.$, 

AE=74i5, et l'angle compris DAE = BAC + CAI 

— DAB= 104° 83 ' . De-là on conclura Fangle ADEs 

56^ 93' ; et enfin par le triangle rectangle DAH on 

aura AM=4i90°^. 83. Cette distance et Tatigle BAI 

= ii2<> 27' déterminent entièrement la position da 

point M. , 



I 



Principes pour la résolution des triangles 
^ sphériques rectangles. 

Lxii. Dans tout triangle sphérique rectangU^ 
le rayon est au sinus de V hypoténuse ^^fiomwt 
le sinus d'un des angles obliques est au sinus ÔA 
côté opposé. 
fig. 10. Soit ABC le triangle sphérique proposé , A soi 
angle droit , B et C les deux autres angles que nous 
appellerons angles obliques , et qui cependant p(Mff* 
raient être droits Tun ou l'autre, ou tous les deux; je 
dis qu'on aura la proportion R : 5//iBC : : sin B : 5£n AG. 
Du centre O de la sphère , menez les rayons OA, 
OB , OC ; prenez ensuite OF égal au rayon des tabks, 
et du point F menez FD perpendiculaire sur OA;k 
ligne FD sera perpendiculaire au plan OAB, puisque, 
par hypothèse , l'angle A est droit , et qu'ainsi les deux 
plans OAB , OAG sont perpendiculaires entre eux. Du 
point D menez DE perpendiculaire sur OB , et joigne! 
EF; la ligne EF sera aussi perpendiculaire sur OB, 
et ainsi Tangle D£F mesurera l'inclinaison des deux 
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^lans OBA^ OBC, et sera égal à Fangle B du triangle 
%JBC. Cela posé dans le triangle DEF rectangle en D, 
»n a R : sin DEF :: EF : DF j or l'angle DEF=B , et 
puisque OF=R, on a EF= jm EOFi=jm BC , DF= 
rm AC. Donc R : sin B :: sin BC : sin AC, ou 

R : sin BC :: sin B : sin AC. 

Si on appelle a l'hypoténuse ou le côté opposé à Fangle 
^Lroit A , & le côté opposé à l'angle B ^ c le côté opposé 
k Fangle C , on aura donc 

fil sin a :: sin B : sin b :: sin C : sin c, 
ce qui fournit déjà deux équations entre les parties du 
Ariangle sphérique rectangle. 

X.XÎII. Dans tout triangle sphérique rectangle 
le rayon est au cosinus d'un angle oblique ^ 
comme la tangente de l'hypoténuse est à la 
Xangente du côté adjacent à cet angle. 

Soit toujours ABC le triangle proposé rectan- fig. log 
l^le en A, je dis qu'on aura R : coj B :: tang BC :^ 
umg AB. 

Car en faisant la même construction que ci-dessus , 
le triangle rectangle DEF donne la proportion 
B : cos DEF :: EF : ED. Or on a DEF = B, EF = 
sin BC, 0E=cô5 BC , et dans le triangle OED 

rectangle en £, on a D£=: ^ = 

^^ — ^ ^ — ; donc R : co5 B :: sin BC : 
^ R ' 

4BOS BC tang AJ^ R^;/zBC .^ n 

' s— ^ :: r^rr- : tanff AB, ou enfin 

R cosaC ° ' 

R : cos B :: tang BC : tang AB. 

. Si on fait comme ci-dessus BCma et AB=rc^ 
on aura R : cos B :: tang a : tang c ^ ou cos B =: 
Kta/tgc tangccota ta • • v 

• ^— = — jr .. Le même principe appli* 

*"^'' . a5. 
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que à IWle C, donnera cos C=5-iî^- 

tang b cot a 
R ' 

Lxiv. Dans tout triangle sphérique rectang^ 
le rayon est au cosinus d'un côté de l'angle 
droit 9 comme le cosinus de Vautre côté est m 
cosinus de l'hypoténuse. 

€g. 10. Soit ABC le triangle proposé rectangle en A^ je 

dis qu'on aura R : cos AB :: cos AC : cos BG. 

Car la construction étant la même que dans hs 

deux propositions précédentes , le triangle ODF 

rectangle en D , où l'on a l'hypoténuse OF=:B, 

donnera O D = cos D O F z:^ cos A C ; ensuite le 

triangle ODE rectangle en E , donnera E = 

ODco^DOE cojACco^AB ,-. . , , 

_ =: _ . Mais dans le tnan- 

Jtl Jtx 

gle rectangle OEF^ on a 0E = co5 BC; donc 

■^ ^ cos A C cos A B . . 

cos Jd Li === , ou , ce qui revient an 

même, 

R : cos AC :: cos AB : cos BC. 

Ce troisième principe s'exprime par l'équation 
R cos a = cos b cos c ; il n'est pas susceptible d'en 
fournir une seconde , comme les deux précédents, 
parce que la permutation faite entre b et c n'apporte 
aucun changement à l'équation. 

Lxv. Au moyen de ces trois principes généraux, 
on en peut trouver trois autres nécessaires pour la 
résolution des triangles sphériques rectangles. Ces 
derniers principes pourraient se démontrer direc- 
tement , chacun par une construction particulière; 
mais il est préférable de les déduire des trois premiers 
par voie d'analyse , ^insi qu'on va le faire. 

T ' .• , ^ K sin b ^ 'Rtangh 

Les équations sm 13;= — : • cos G = ^ 

* sma ^ tangit 
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-fc s 1. . .. . cos C tane b- ' sin a 
cEonnent par leur division -t-s-= . , >- = 

^ smastnb tang a 

cos CL f • 1 . . . . V COS C ^^ 

T = (suivant le troisième principe) ■■■ -.On 

a donc ce quatrième principe 

$în B : cos C :: R : cosc^ 

duquel résulte aussi par la permutation delt lettres 
sirh C : cos B :: R : cos h. 

Xe premier et le second principe donnent 

, . ^ R sùi b „ Ktangc , ,. ,., . 

atiL B = — ; , C05 B = ^— ; de là on déduit 

sm a ^ tanga ' 

^fin B tang B sin b tang a 'R sin b 

^os B R sin a tang c cas a tang c 

en vertu du troisième priticipe) 



cos b cos c tangc 
$tutff b y^ ... 

•=-f . Donc on a pour cinquième principe l'équa- 

n R tang ^ -1, 1 . 

-tion tang B = — . , ou 1 analogie 

R : tang B :: sm c : tang b ; 
d'où résulte aussi par la permutation des lettres: 

R : tang C :: sin b : tang c. 

Enfin, ces deux formules donnent tang B tang G= 

Jl* tang b tang c R* , -, 

.; , ^ . — 2 — = = ( en vertu du troi- 

sm b sin c cos b cos c ^ 

feieme principe) . Donc R* =co5 a tangB tang C, 

ou cet B cot G = R C05 a : ou 

tang B : cot G :: R : co5 a, 

C^est le sixième et dernier principe : il n^est pas 
susceptible de fournir une autre équation , parce que 
la permutation entre G et B n'y produit aucun chan« 
'gement. 
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Voici la récapitulation de ces six principes doit 
quatre donnent chacun deux équations : 

I. ^ sm b z=: sin a sîn B j H sm c ^1=. sin a smC 

II. "R tang b r= tang a cos C ^ "R tangc rotang a cas ^ 

III. R cos az=zcos b cos c, 

IV. R cos B = ^i>i C eos b y R cos C = ^in B cox c 

V. R tangbzzz sin c tang B , R tangc^sm h tangC 
VI. R cos a = cot B cot C. 

Il en résulte dix équations contenant tontes les ràt 
tions qui peuvent exister entre trois des cinq élémeiti 
fi, G, a^ ^^ c; de sorte que deux de ces quandtà 
étant connues avec Tangle droit, on connaîtra immé- 
diatement la troisième par son sinus , son cosinus, 
sa tangente ou sa cotangente. 
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Lxvi. Il est à remarquer que lorsqu^un é 
sera déterminé par son sinus seulement , il y aon 
deux valeurs de cet élément, et par conséquent dea 
triangles qui satisferont à la question. Car le meoie 
sin ILS qui convient à un angle ou à un arc, convient au5fl 
à son supplément. Il n'en est pas de même lorsqut 
rélémonr inconnu sera déterminé par son cosinus, si 
tangente ou sa cotangente. Alors on pourra décider, 
par le signe de cette valeur , si Télénient dont il 
s'agit est plus grand ou plus petit que i oo^ ; Félément 
sera plus petit que loo^, si son cosinus , sa tangente 
ou sa cotangente a le signe + ; il sera plus grand que 
loo** , si Tune de ces lignes a le signe — . On poumil 
aussi établir sur ce sujet des préceptes généraux qû 
ne seraient que des conséquences des six équations 
démontrées. 

Par exemple, il résulte de Téquation R cos tf= 
cos b cos c , que les trois côtés d*un triangle sphériqae 
recumglo sont tous moindres que ioo^ , ou que def 
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Krois côtés deux sont plus grands que loo" , et le troi- 
sième moindre. Aucune autre combinaison ne peut 
venrlre le signe de cos b cos c pareil à celui de cos a, 
msojnme cette équation Fexige. 

De même l'équation R tang c == sin b tang C ^ ou 
^m b est toujours positif, prouve que tang C a tou« 
Jours le même signe que tang c. Donc dans tout 
éricmgle sphérique rectangle un angle oblique et le 
côté qui lui est opposé , sont toujours de la même 
ispece; f^*estHirdire y sont tous deux plus grands ou 
ious deux plus petits que loo^. 

Mésolution des triangles sphériques rectangles. 

xjLYii. Un triangle sphérique peut avoir trois angles 
droits, et alors ses trois côtés sont de ioo<^; il peut 
avoir deux angles droits seulement, alors les côtés op- 
~ posés sont tous deux de loo^ , et il reste un angle avec 
le côté opposé qui sont mesurés l'un et l'autre par le 
même nombre de degrés. Ces deux sortes de triangles 
-. ne peuvent, comme on voit , donner lieu à aucun pro- 
^ blême ; on peut donc faire abstraction de ces cas parti- 
culiers, pour ne considérer que les triangles qui ont 
un angle droit seulement. 

Soit A l'angle droit, B et C les deux autres angles 

qu'on appelle angles obliques, soit a l'hypoténuse 

opposée à l'angle A, ( et c les côtés opposés aux 

' angles B et C. Etant données deux des cinq quantités 

'B, G, a, b,c, la résolution du triangle se réduira 

toujours à l'un des six cas suivants. 

PREMIER CAS. 

Lxviii. Etant donnés l'hypoténuse a et un 
mdté b, on trouvera les deux angks '& et C et 
le troisième côté c par les équatic^s 

. « Ksinb ^ tanghcota "^cosa 

sm Dz=z —. — ,co5G = — ^rr ,r.aset=z r-j 

sina ' R €0s» ^ 
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I/angle G ne peut laisser aucune incertilude^ non phi 
que le côté c; quant à Tangle B, il doit être de mêmi 
espèce que le côté donné b. 



DEUXIEME CAS. 



Lxix. Etant donnés les deux côtés de Pangk 
droit h et c y on trouvera Vhypoténuse sl et les 
angles B et C par les équations 

cos b cos c R tang b R tanL^ 

: , tangB = : , tangC= — r-r^ 



k 







cos a 



R sin c sinh . 

Il n'y a dans ce cas aucune ambiguité. 



TROISIEME CAS. 



Lxx. Etant donnés Vhypoténuse a et un an^ 
B, on aura les deux côtés h et c et Vautre angle 
C par les équations 

. sin a sinh tangacos'B cosatang^ 
iinbz=z g ytangc=. ,cofC= — — 

Les éléments c et C sont déterminés sans ambiguïté 
par ces formules ; quant au côté b ,ï\ sera de mênrc 
espèce que l'angle B. 

QUATRIEME CAS. 

Lxxi. Etant donné le côté de V angle droit h 
avec l'angle opposé By on trouvera les trois autres 
éléments a , cet Cpar les /annules 

R sin b to,ng b cot B _, 'R cos^ 

sin a =: — . , sin c = ___ ^ sin C = ■* 

sin B R cos b 

Dans ce cas^ les trois éléments inconnus sont doter» 
minés par des sinus , ainsi la question est susceptible 
de deux solutions. Il est évident en effet que le trian- 
ûg, II. gle ABC et le triangle AB'G sont tous deux rectan- 
gle;» en A , ont tous deux le même côté AG z= b et le 
même angle opposé B = B\ Au reste, leô yalour? 
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âottbles doivent se 'combiner de manière que c et' 
£ soient de la même espèce; ensuite Tespece de c et 
df cU^termine celle de a par Tinspection de la formule 
^os b cos c=R cos a, mais la valeur de a se déter-^ 

xninera directement par l'équation sin a = — r— =r- 

* ^ sm B 

CINQUIEME CAS. 

I.XXII. Etant donné un côté de V angle droit h 
avec V angle adjacent C , on troussera les trois 
autres éléments a, c, B, par les formules 

cot b cos C sîn b tangC cos b sin C 

cotaz=z , tangc^=z , co.ïB= • 

R R R 

Dans ce cas il ne peut rester aucune incertitude sur 

l'espèce des éléments inconnus. 

SIXIEME CAS. 

Lxxm. Etant donnés les angles obliques B et 
^^ on trouvera les trois côtés a , b , c , par les 
formules 

pot "^ cote Rco.yB RcojC 

cos a - — , cos b =. — : , cos c = — • 

R sin C sin B 

"Et dans ce cas il ne reste encore aucune incertitude. 

REMJRQUE. 

Lxxiv. Le triangle sphérique dont A , B , C , sont 
les angles, et a , ^, c les côtés opposés , répond tou- 
jours à un triangle polaire dont les angles sont sup- 
pléments des côtés a, b y c^et\es côtés suppléments 
des angles A , B , C ; de sorte que si on appelle 
A', B', G', les angles du triangle polaire, eta', b' , c', 
les côtés opposés à ces angles , on aura 

A' = 2ck)0 — a, B'= 20o<> — b, C'=aooo — c 
a' = 20o<> — A, è' = 2oo'' — B, c'=:20o<> — C. 
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Cela posé , si un triangle sphérique a un cÔté a ég^ 
au quadrant , il est visible que l'angle oorresponcbnt 
A' du triangle polaire sera droit, et qu'ainsi ce trian- 
gle sera rectangle. Donc les deux données qu'on doit 
avoir, outre le côté de loo^ , pour résoudre le trian^ 
proposé^ serviront à trouver la solution du triangle 
polaire, et par suite celle du triangle proposé. Ob 
pourrait tirer de là des formules semblables aux pré- 
cédentes pour résoudre directement les triangles 
sphériques qui ont un côté de ioo<>» 

Un triangle isoscele se partage en deux triangles 
rectangles égaux dans toutes leurs parties , ainsi la 
l'ésolution des triangles sphériques isosceles dépend 
encore de celle des triangles sphériques rectangles. 
% i2* Soit ABC un triangle sphérique , tel que les dem 
côtés AB, BC soient suppléments Vun de l'autre,* si 
on prolonge les côtés AB , AG jusqu'à leur rencontre 
en D , il est clair que BC et BD seront égaux coninie 
étant suppléments d'un même côté AB ; d'ailleurs il 
est visible qye les parties du triangle BCD étant co^ 
nues, on connaît celles du triangle ABC qui est le 
reste du fuseau AD , et vice versa. Donc la résolution 
du triangle ABC , dans lequel deux côtés font en- 
semble 200^, se réduit à celle du triangle isoscele 
BCD, ou à celle du triangle rectangle BDE qui est h 
moitié de CBD. 

Lorsque les deux côtés AB , BC , sont suppléments 
Fun de l'autre, il faut que les angles opposés ACB, 
BAC , soient aussi suppléments l'un de l'autre ; car 
BCD est supplément de BCA ; or BCD=:D= A. Donc 
on ne peut avoir a + c = 200^ , sans avoir en même 
temps A-+- C=200<^, ce qui est réciproque • 

De là on voit que la résolution des triangles sphé- 
riques rectangles comprend , 1® celle des triangles 
sphériques qui ont un côté égal au quadrant y 2? celle 
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des triafigles sphériques isosceles ; 3^ celle des trian- 
-gles sphériques dans lesquels la somme de deux cotés 
«5t de aoo^, ainsi que celle des deux angles opposés. 

Principes pour la résolution des triangles 
sphériques en général. 

I.XXV. Dans tout triangle sphérique les sinus 
<les angles sont comme les sinus des côtés opposés. 

Soit ABC un triangle sphériqiie quelconque, je dis %. i3. 
4ju^on aura sin B : sin G :: sin AG : sin AB. 

Du sommet A abaissez Tare AD perpendiculaire 
éur le côté opposé BG, les triangles rectangles ABD^ 
ACD donneront les proportions 

sin B : R : : sin AD : sin AB 
R : sin G :: sin AG : sin AD. 

Multipliant ces deux proportions par ordre et omet* 
tant les facteurs communs , on aura 

' ^sin B : sin G : : sin AG : sin AB. 

Si la perpendiculaire AD tombait au dehors du trian- ^e* >4 
gle ABG, on aurait les deux mêmes proportions 
dans Tune desquelles sin G désignerait sin ACD^ 
mais comoie langle AGD et Tangle AGB sont sup- 
pléments l'un de l'autre , leurs sinus sont ^aux ; 
ainsi on aurait toujours sin B : sin G : : sin AG : sin 
AB. 

Soient a, b, c, les côtés opposés aux angles A, B, C, 
chacun à chacun, on aura, suivant cette proposition, 
sin A : sin a : : sùi B : sin b : : sin G : sin c ; ce qui 
donne la double équation : 

sin A sin B sin C 

sin a sin b sin c 
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Lxxvi. Dans tout triangle sphérique le cosinm 
d*un angle est égal au quarré du rayon multi- 
plié par le cosinus du côté opposé , moins k 
produit du rayon par les cosinus des côtés adjor 
cents, le tout divisé par le produit des sinus k 
ces mêmes côtés : c'est-à-dire, qu'on a pour l'an- 

- _, 7 i^ 'R'cosc — "Rcosacosh 

me C, var exemple, cos C = : :— t • 

On aurait semblablement pour les deux autm 

, . R* cos a — R cos b cos c _ 

ane[les, cos A = t— ; — : , et cos B = 

^ sin b sine 

R* cos b — R cos a cos c 

sin a sin c 

i!g. x5. Soit ABC le triangle proposé dans lequel on fait 
BC = a, AC = i, AB = c. Du point O, centre de 
la sphère, tirez les droites indéfinies OA, OB, OC; 
prenez OD à volonté, et par le point D, menez DE 
dans le plan OC A et DF dans le plan OGB, toutes 
deux perpendiculaires à OD, lesquelles rencontrent 
en E et F les rayons OA, OB , prolongés; enfin 
joignez EF. 

L'angle D du triangle EDF est par constructioH 
la mesure de l'angle que font entre eux les plans 
OC A, OGB, ainsi l'angle EDF est égal à l'angle C 
du triangle sphérique ACB : or dans les triangles 

♦*xv DEF, OEF, on a* 

cos EDF DÊ + DF— Ëf ' 

R 2DE.DF 

cos EOF ÔË'-f-ÔF— Ëf' 

R 2OE.OF 

- 9 
Prenant dans la seconde la valeur de EF et la 

substituant dans la première on aura 



i 



8PHÉRIQUS. 397 

— — • * —a -—a rn*EOP 

1^ EDÏ" DE-f-DF— OE — OF+aOE.OF^—s^ — 



R aDE.DF 



►r OE — DE = OD et OF — DF = OD, on a donc 

„-.„ OE.OY. cos EOF— OD.R 
cas EDF= ^^-^ . 

I ne s'agit plus que de substituer dans cette équation 
es valeurs relatives au triangle sphérique : or on 2^ 

IDF = C, EOF = ÀB = c, g| = ^ 



DE sin DOE 

R OF R R OD cos DOE 

ùTT' DF sin DOF sln^' DE fi>i DOE 
:os b OD cos DOF cos a 



= —. — . Donc 



in b' DF sin DOF sin a 

^ R* cos c — R cos a cos b . 

COS G = : — ; . 

Sin a sm b 

Ce principe, qui, étant appliqué successivement 
lUX trois angles , fournit trois équations , suffit pour 
la résolution de tous les problèmes de la trigono- 
pftétrie sphérique : il a, par rapport aux triangles 
iphériques, la même généralité que le principe de 
Tart. XLV, par rapport aux triangles plans. En eifer^ 
puisqu'on a toujours trois éléments donnés par le 
moyen desquels il faut déterminer les trois autres, 
il est clair que ce principe donne les équations né- 
cessaires pour résoudre le problème; équations qu'il 
appartient à l'analyse de développer ultérieurement, 
pour en tirer , suivant les différents cas , les formules 
les plus simples et les mieux adaptées au calcul loga- 
rithmique. 

Lxxvii. Puisque le principe dont nous parlons est 
absolument général , il doit renfermer tous les autres 
principes relatifs aux triangfles sphériques , et notam- 
ment le principe du n<> lxxv. C'est ce qu'il est facile 
de vérifier. 
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En effet 1 équation cos C= — > : :— 

*- stn a sm b 

donne R* — cos * C ou sin* C = 

R *sm * a sin * ^R ' cos * a cosl 6 -h a R ^o* a coj b cos c— R *^<:(wV 



jiWa sin^b 

Or 5m* û 51/1* & =: (R* — co5* a) (R* — cos* b)zi 
R* — R* cos* a — R* cos* b + cos* a cos* b. Donc es 
substituant et extrayant la racine, on aura 

= \/ (R'— R * cos * a— R * cos * fr-R * cos * c+t.Kcos a cosbcoK), 

nnasinb 

Soit pour abréger Zz= 
i/(R* — R"co5* a — R* cos* b — R* cos*C'\-!ik Rcosacosbcon 
on aurai donc 

• ^ RZ sînC RZ 

5m C=-: r~7, ou 



sin a sin b ^ sin c sin a sm b sin c 

Les valeurs de cos A et de cos B donneraient sem- 
blablement 

sinK RZ sin'R RZ 

^^/ï a sin a sin b sin c ' sin b sin a sin b sine m 

car la quantité Z ne change pas , lorsqu'on fait 11 1'" 
permutation entre deux des quantités a, b, c;dciBim 
/ sin A sin B sin C . , . . l I 

on a — T — = — r-y =: — ■: — , ce qui est le principe (W \^ 

sin a sin b sin c ■* * * ■ 
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T.xxviii. Les valeurs que nous venons de troirrff 
pour cos C et sin C , peuvent servir à trouver ta 
angles d'un triangle sphérique dont on connaît ta 
trois côtés ; mais il existe d'autres formules plus coffl' 
modes pour le calcul logarithmique. 

En effet , si dans la formule R* • — R co5 C =: le 
2 5m* ^G, on substitue la valeur de cos G, on aun 

*}. sin^~ C cos C cos a cos b-j-sin a sin 6— -RcM* «J* 

R' R sin a sin b 

Le numérateur de cette expression se réduit 1 
R cos {a — b) — R cos c ; or, d'après la formuk 
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R cos q ^Vicosp^zasin^ {p+q) sin{ (p — ^)*, on ♦«nn^ 
Efoiive R cos {a — b) — R cos c=:2sin^ (c — b+a) 
nn{ (c — a-^-b) ; donc 

. /'c+b — a\ . /c-\-a — b\ 
sin [ J sin [ I 

R' sin a sinb 

( . c-\-b — a . C'\-a — b 

DU siTi^ C = R V ^ a 2 

( sin a sin b 

n est évident qu^on aurait des formules semblables 
pour exprimer sin^A. et sin^'R^ par le moyen àe% 
trois côtés a, b , c. 

Lxxix. Le problême général de la trigonométrie 
sphérique consiste , comme nous l'avons déjà dit , 
&^ déterminer trois ' des six quantités A , B , G , 
n, b , c, par le moyen des trois autres. Il est né- 
cessaire^ pour cet objet, d'avoir des équations entre 
Juatre de ces quantités, prises de toutes les manières 
^ssibles ; or , six quantités combinées quatre à 

6.5 
[Uatre ou deux à deux, donnent — ^ ou i5 combi« 

maisons, ainsi il y aura quinze équations à former* 
^siis si on ne considère que les combinaisons essen- 
iellement différentes , ces quinze équations se rédiû- 
eut à quatre. 

£n effet, on a, !<> la combinaison a&cA, qui 
omprend, par la permutation des lettres, afrcA, 
^cB, abcC'j 

2° La combinaison a^AB, d'où résultent abAB 
cBC, acAC; 

3^ La combinaison a & A G , qui comprend les six 
'*AG, ai.BG, acAB, acBG, bc^B, bcAC; 

4^ Enfin, la combinaison aABG, qui comprend 
^ trois aABG, Z^ABG, cABG. 

Il y a donic en tout quinze combinaisons, mais 
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ny en a que quatre essentiellement différesMl 

- , , . . R* cos a — R cos h cote 

Lxxx. L équation cos A = r—r — : , 

^ sm o sm c 

représente déjà la première combinaison abckfi 

celles qui en dépendent. 

Pour former l'équation qui répond à la combi- 
naison a^AB, il faut éliminer c des deux formules 
qui donnent les valeurs de cos A et cos B ; mais XS^ 
mination a déjà été faite (lxxyii), et le résultat est 
sm A sin B 
sin a sin b* 

La troisième combinaison se forme de la reladdB 
entre a, b, A, G; pour cela ayant les deux txçxh 
lions , 

cos A sin b sin c = R* cos a — R cos b cos c, 
cos C sin b sin a = R' cos c — • R cos b cos a, 

on en éliminera d'abord cos c^ ce qui donnera Rcwl 

sin c -h cos G sin a cos i = R cos a sin b : mettot 

. -, 1 1 • 1 1 • ^in a sin C 

ensuite dans celle-ci la valeur sin c =. — - — , on 

sin A 

aura pour la troisième combinaison 

cot A sin C + cos G cos b -=. cot a sin b. 

Enfin, pour avoir la relation entre A, B, C,tfj 

j'observe que dans l'équation précédente le tentf 

• f n ^^^ b ^ sin B , .^ 

CGC a sin b •=. )x cos a . -: — = Ji cos a —, — - : donc, 

sut a sin A 

en multipliant cette équation par sin A , on aura 
R cos A sin G = R cos a sin B — sin A cos C co% t- 



ft( 



lillj; 
C 



Si dans cette équation on permute entre elles les kt' J* ^ 
très A et B, ainsi que a et ^, on aura Ij^^ 

R cos B sin G = R cos b sin A — sin B cos C cos a, 1 ^ 

m 

Et de ces deux-ci on tire, en chassant cos b, 
"R^cos AsinC-h^cos B sin G cos C:=cos a sinBsin*^ 
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Bonc enfin 

R* cosA-h'RcosBcosC 



cas a: 



sin B sin C 



l'est la relation cherchée entre A, B, C, a^ ou la 
natrieme des équations nécessaires pour la résolu* 
k.on des triangles sphériques. 

Lxxxi. Cette dernière équation entre A, B, C, a^ 
fire une analogie frappante avec la première entre 
s, i^o^Aieton peut rendre raison de cette ana- 
3gie par la propriété des triangles polaires ou si^p- 
démentaires. En efifet, on sait que le triangle dont 
(8 angles sont A, B, G , et les côtés opposés a,b,c, 
iépond toujours à un triangle polaire , dont les côtés 
ont 200^ — • A , 2roo<* — B , 200® — C , et les angles 
apposés 200® — a., 200** • — b, 200<*. — -c. Or le prin- 
cipe de Tarticle lxxti étant appliqué .à ce dei*nier 
Viangle, il en résulte 1 . 

3*(200 -a)- ji>|(200*»-B)jw(200^i-C) 

* qui se réduit à 

R' coj A H- R cos B cosC 
cos a=. • n • n > 

t^si que nous Pavons trouvé par une autre voie. 

Cette formule résout immédiatement le cas où 
»xi veut déterminer un côté par le moyen de trois 
gles ; mais , pour avoir une formule plus Com- 
ode pouir le calcul logarithmique', on substituera 

valeur de cos a dans Téquation i — - 1^ - ■== 

-— ■^— , ce qui donnjera ^, = ...... 

* B sin C-'Cos B cof C— R cos A — R cos (B ^~C) — R cos A 

2 sin B sin C . . ^sinB sin C 

t parce qu^on a en général^ Rcof/; -h Rco5^=: *xxnir. 
Onz, éd. 26 
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a cos^ {p + ij) cos { {p — 7 ) , cette équation sel. 

réduit à ' |v 

sin' {a _ •— roj^ ( A + B + C ) gQJ T ( B + C — A) 
R* sin B sin C ' 

OÙ il faut observer que le second membre, quoi*!/ 
que sous une forme négative, est néanmoins too*! 
jours positif. Car on a en général sin (a? — 100**) = 

sin X cas 100** — cos x sin 100** , 

15 = — 00s X donc 

il 

— cos\ (AH-B+ C) =sin ^ ^ + ^ + ^ _^J^ 

quantité qui est toujours positive, parce queA+1 
-\- C étant toujours compris entre 200<> et 6oo<>,raD- 
gle 7 ( A + B -4- C) — looo est com^pris entre xéroet 
200<> ; d'ailleurs cos ^ (B + C — A) est toujoins po- 
sitif, parce que B + C — A ne peut pas surpasser 
200^ ; en effet dans le triangle polaire le .côté 2D0' 

— A est plus petit que la sonlttie des deux adtrei 
«00° — B, 200<> — C; donc on a 200<* — A<4oo<>— B 

— C, ou B-4-C — A<2oo«. 
Etant ainsi assuré que le résultat sera toujours 

positif , on aura , pour déterminer un côté par k 
moyen des angles, la formule 

/ A + B-f-C B-f-C— A 

, y\ COS COS ■ 

SUl j^ï=Ry/< 2 2. 

f 'sin B sin C ; 

Lxxxii. Avant daller plus loin, nous remarquerons 
que de ces formules générales, on peut déduire celles 
qui concernent les triangles sphériques rectangles. 
Pour cet effet , on fera A = ioo<>, tant dans les quatre 
formules principales que dans celles qui en dérirent 
par la permutation des lettres. Et d^abord réquatkm 
cos A sin h sin c = R' cos a — R cos b cos c, donnera î 
par cette substitution 

R cos a = cos h cos c. (i) 

Les dérivées de Téquation générale ne contienneit 



( 



^ÎTit A, et ainsi ne donnent aucune relation nou- 
Telle dans le cas de A= ioo^« 

- , . sinA sinB -f , , , 

L équation -: — =-:—£, donne dans le cas de 
^ sin u sin o 

A= loo^, 

R ^ih B , . 

sm a sin h ^ ' 

Et la dérivée -: — = — ; — , donnerait é£:alement 

sm a sin c ^ 

•=?z—. — ; mais celle-ci est elle-même une dérivée 



stn a sin c 
; de l'équation (2). 

L'équation coù A sin C -j- cos C cos b=:cot a sin b , 
donne dans lé eas de A = 100% cos C cos b =z cot a 
sin b, ou. • 

4>os C tang a = R tang b. (3) 

La dérivée cot C sin A + cos A cos b = cot c sin b, 
donne dans le même cas , R cot C =:cot c sin b^ on 

R tang c = sin b tang C. (4) 

Enfin la quatrième équation principale sin B sin C 
cos a=R*co5 A + R cos B cos G, et sa dérivée sin A 
sin (J cos & =r R' cos B 4- R cos A cos C , donnent dans 
le cas de A= 100% sin B sin C coj a=z Hcos B co5 C 
et sin C co^ ^=R co^ B, ou 

cot B co^ C = R cos a, (5) 

5w C cos è = R C05 B. (6) 

Ce sont' les six équations sur lesquelles la résolution 
. des triangles rectangles est fondée. 

iixxxiit. ïîotis terminerons ces principes par la 
démonstration des Analogies de Néper, qui servent 
\ i sunplifi'er plusieurs cas de la résolution des triangles 
! spbériques* 

Par la CMnbinaison des valeurs de cas A et cos G. 
exprimées en a, b, c, nous ayons déjà obtenu 
l'équation * 
R cos k. sificz=i'Reos a sin b — cos Csin a cos b, 

■ * 

26. 



LXX. 
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Celle-ci donne par une simple permutation : 

Kcos B5mc=Rco5 b sina'-^cosC sin bcùsa* 

Donc en ajoutant ces deux équations, et réduisant, 
Qn aura 

sin c {cos A + cos B) = (R — cos C) sin (a + i). 

.- • • ^<^ c sin a sm b 

Mais puisque -r-^=zz . . =:-r~^, on a 
^ * «/i C ^i/i A sm B 

^mc (5^ A4-5mB)=5mC (sina + sinb) 
et si« c (5/72 A — sin B)z=zsin C (sin a — sin b). 

Divisant successiveinent ces deux équations par la 
précédente, on aura 

sin A+M/2 B ^_^ sin C sin a+sin b 
cos II -\- cos T^ R — cos C* sm(a-^b) 
sin A'^sin B sin C sin a — sin b 

coyA + co^B R — cosQ,* sin{a-\-b^ 

Et ea réduisant celles - ci par les formules des arti- 
4.'les XXIX et xxx , il viendra 

toi^^ (A + B) = cof i c. ^4^^=!^ 

*^ ^ ' cos\\^a-\~b) 

^^i(A--^B)==>cQ^^C /^tl''~ÎJ > 

Donc étant donnés les deux côtés a et & avec Tangle 
compris C, on trouvera les deux autres angles A etB 
par les analogies , 

cos\ (a + h)\cos\ {a — &) :: cot\Q,\tang~ (A + B) 
.sin':^ \a + b) . sin\ (a — b) :: coc\ C : tang^ (A — B). 

Si on applique ces mêmes analogies au triangle po- 
laire du triangle ABC, il faudra mettre aoo^ — A, 
r^QQ^ — B, 200° — a, 200® — b, 200®— tC, à la place 
Aea,by A, B, C, respectivement, et on aura pour 
résultat ces deux analogies 

cos~{k + i!i)icos{{A. — \S)::tang^c:tang\{a + b) 
j//i^(A + B):5m*-(A — W)::tang\c:tang^{a — i), 

au moyen desquelles, étant donnés un côté c et le$ 
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deux angles adjacents A et B, ou pourra trouver les 
deux autres côtés a et b. Ces quatre proportions sont 
connues sous le nom à! Analogies de Néper. 

Résolution des triangles sphériques en 

général. 

La résolution des triangles sphériijues comprend 
six cas généraux, que nous allons développer suc- 
cessivement. 

PREMIER CAS. 

Lxxxiv. Étant donnés les trois côtés a , b , c , 
on trouvera un angle quelconque y par exemple ^ 
V angle A opposé au côté a , par la formule : 

I. a-\'b — c . «-|-c— 6 
sin sin 
a a 
Sin o sm c 

DEUXIEME CAS. <'' 

txxxv. Étant donnés deux côtés z. eth avec 
V angle A opposé à Vun de ces côtés, trouver le 
troisième côté c et les deux autres angles B et C. 

' lo L'angle B se trouvera par l'équation sin B =: 
m A sin b 

sin a 

^^ Pour avoir l'angle C, il faut résoudre l'équation 

cot A sin G + cos^ G cas b = cot a sin b. 
Soit pris pour cet effet un angle auxiliaire 9 de ma- 

, , _ cos b tans A . 

niere qu on ait tang 9 :^ — - t> — j ou cot A = 

— . ^ ■ ; cette valeur de cot A étant substituée dans 

sm Ç ' 

cos o 

'éqpation à résoudre, donne -; — r (cos ? sin G -|- 
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sin 9 cos G ) = coù a sin b, d'où l'on tire 

jm (C = (è^ H ^ 1. . Mi 

^ ^ tanga , 

Par cet artifice., on voit que les deux termes incomn 
dans réquation proposée se réduisent à un seul, d^oè 
il est facile de tirer l'angle G. 

30 Le côté e se trouvera par l'équatien 

nn a sin C 

stn c= : — i — . 

sm A 

On peut aussi le déteryiiQer directement par k ré* 
solution de l'équation : 

H cos b cos c + cos A sin b sin c = R' cos a, 

Tfc rr • k ' r ^ ^OS b sin Ç 

Pour cet ettet , soit cos A sm a = — -. 01 

' cas f ' 

' cas A tane b 
tang <p= ° , on aura 

V 

cos b f • • X •»» -rx 

— — ( COS C cos 9 -f- sm c sm 9 ) = R cos a. Donc, « 

cos 9 ^ 

cherchant d'abord l'auxiliaire 9 par l'équation tQXi^\ 
cos A tans^b i a ^ -i» ^ 

= ^ -, on aura le cote c par 1 equaition 

, . cas a cos 9 
cos [c 9) z= r — -. 

^ ' cos b * 

Ce second cas peut avoir deux solutions , ainsi f« 
le cas analogue des triangles rectilignes. 

TROISIEME iCAS. 

Lxxxvi. Étant donnés deux côtés ^ eth a^ 
r angle compris C, trouver les deux autres ang^^ 
A et B et le troisième côté c. ' 

1° Les angles A et B se trouvent par ces JeJû 

équations 

- cot a sin b — cos C cos b 

COt A = ;— 7; 

sm C 



•>■»•?»»♦-. 



cotB=i 
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cot b sin a — cos C cos a 



lans lesquelles les seconds membres pourraient être 
éduits à un seul terme, au moyen d'un auxiliaire^ 
lais il est plus simple , dans ce cas , de se servir des 
cialogies de Néper, qui donnent 

tang— 1—=. cot ^Q. — TT-nry 

2^ Connaissant les angles A et B, on pourra cal- 
uler le troisième côte c par l'équation sin c =:^ 

in a. -r—rX mais pour déterminer c directement, on 

. réquation 

R' cos cz=isin a sin b cos C + R cos a cos K 

►oit pris l'auxiliaire Ç , de manière qu'on" ait sin b 

^ , cos C tanff b 
ijz=zcos b tang <f , ou tang ç = — 2— ^ on 



os 
Aura 



cas b , . 

cos c = — ~ cos (a — 9). 



QUATRIEME CAS. 

I.XXXVII. Étant donnés deux angles A et B 
"^K^ec le côté adjacent c , trouver les deux autres 
zôtés ai et h j et le troisième angle C. 

' i^ Les deux côtés a et b sont donnés par les for- 
mules 

cet A sin B + cas B cos c 



cot a=: 



sin c 



y cot B sin -A ■+■ cas A cos c 

cot b -=. ■ . 



st^n c 



--t^i 



i 



ta 
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mais on peut les calculer plus facilement par lei 

analogies de Néper, savoir: 

. A+.B . A — B - a-^b 
sin :sm \:tang^c:tang 

A + B A — B , a-^b 
cos :cos :: tang^citang . 

0? Connaissant a et b, on trouvera C par Fécpi- 

• ^ sin c sin A . . 

tion sm C = : : mais on peut aussi trouYer 

sm a * 

G directement par Tëquation 

R' cos C = cos c sin A sin B — R cos A cos B. 

Soit pris l'auxiliaire f , de manière qu^on ait . 

. _. _ _ cas c I0R^B 

cos c sm B=:ca9Bcotf , ouco^ç = — — ^ -> 

on aura 

cos c = C05 B . —-TT — '. ^ 

Ce cas et le précédent ne laissent aucune indéter- 
mination. 

CINQUIEME CAS. 

Lxxxviii. Étant donnés deux angles k etl 
avec le côté a opposé à Vun de ces angles y trou- 
ver les deux autres côtés h^ c^ et le troisiemt 
angle C. 

1*^ Le côté b se trouvera par réquation sin b:^ 

sin B 
stti a . — —. . 

sm A 1 

a^ Lt» coté c dépend de Téquation 

cot a si/t c — cos B cos c z=: cot A sin B. 

i: •* . r»<^^ ? ^ cos^tanga 1 

Nx>it A>r a =<\>5 B . ' ou tan^ ? == =r — ^ , on li 

stn^ ^ R ' f 

<"*^'" B . _ . #- \ * . « 

;IUl*a -r-— i SW c COS Y^-^os c Sin Y ) =coi AsutDi 

donc 



f 



_. tijft^ B sin ?. 



tnng^ A 
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3o L'angle C se trouvera par la résolution de 
fquation 

cos a sinB sin C — R cos B cos C = R* cos A* 

ut pour cet effet cos a sm B = r-z — -* ou 

* «/i ç ^ 

• C sin ç ) z= R cos A ; donc 

5m (C — 9)= —^. 

^ ^^ cosB 

cinquième cas est, comme le second, susceptible 
deux solutions, ainsi que cela a lieu dans le ca^ 
logue des triangles rectilignes. 



i 



SIXIEME CAS. 



Lxxxix. Etant donnés les trois angles A , B , 
on trouvera un côté quelconque y par exem- 
? y le côté opposé à V angle A , par la formule. 

ia=R 1/ Z' — ^Q^t(A+B+C)cq^4(B+C— A) \ 
\ sin B sin C • 

)n peut remarquer que de ces six cas généraux 
trois derniers pourraient se déduire des trois pre- 
Ts, par la propriété des triangles polaires : de 
Jà qu'à proprement parler , il n'y a que trois cas 
érents dans la résolution générale des triangles 
ériques. Le premier cas se résout par, une seule 
logie , comme les triangles rectangles ; le troisième 
résout d'une manière presque aussi simple, au 
^en des analogie de Néper. Quant au second, 
lige deux analogies ; et d'ailleurs, il admet quel- 
fois deux solutions, tandis que le premier et le 
sieme n'en admettent jamais qu'une. 
c. Pour distinguer dans le second cas si , pour des 
urs particulières données de A, a^ 6^ il y a deux 
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Or puisque 17?^ ao<f , on a cas a Ç.= cos (ioo* — i5f)îJ JH 
— cos i5 9, cor 4 9 = «^(200' — 139)= — cos i3f ,rf 
ainsi de suite jusqu*à cos 169^ — cos 9- Donc ' 1^ 

rf«w 9=*— î» <^oj 1 59— a co* 1 3 9— a cor 1 1 9—— a cof 39-<»î 
on aPcox9= I +cor9— 2P,ou aP(n-cw 9) = '+«*!' 
Donc F =4. 



Cela posé , je partage la somme des termes qui co mp oial 
P en deux parties , sayoir : 

x = cos 39 + «w 59 + <^os 79 + c^^ ^ * ? 

y = cos 9 + cos 99 + cos 1 3 9 + cos i5 9- 
Paurai donc d^abord or -V-jrnri; je multiplie ensuite ks 
quatre termes de jc par les quatre termes de r^ et dia- 
geant les produits de cosinus en cosinus d^arcs simpksi 
j'obtiens , toutes réductions faites , 

jrr= a ^cox a 9 +«'* 4 9 + ^0^^ 9 "• + *"* *^î) 
ou JT rz=. — a \cos i5 9 + «» i3 9 + «'' *i 9--+<^^l 
ou enfin jtyzzz — i . 

Au moyen de ces équations on trouTe 

Blain; «laut si Ton partage de nouveau les sommes x et jr 

cLacune en deux parties , savoir : 

,r z^ s-\- t rzizu-{-z 

s z=z ccis 3 9 "h *"'-"^^ 5 ? « ■=: cos 9 + cas 1 3 9 

/ z= oo.'f 7 '^-^cx< 119 zzzi cof 9 9 -J- cos 1 s 9» 

on trouvera seniblabîenicat 

De sorîe qu'on pourra dcterminer les quatre nombres s ,t, 
», 5 • à r^i-îe de deux nouvelles équations du second degw- 

Entln cor.na:>ian: tVo 9-|-t''j^ i3 9=^*' *^ cos ^ cjisil'i 
= V iv> 1^9-4- «^■-"*' 1 4 9 = — T '-'«^ 3 ^ + co> 5 ^' = — 7^ » 
on obiicndri , ; mv une quatrième êqua* ion du second degré, 
la '«^alcur de v\'s> 9 « et de la celle du côté du polygone pro- 
pose , laquelle est 2 y:7 9 or: a^ i — cos' 9 - 

Quà:;î à la mcthoàe qui a dirigo le partage de ces di- 
verses i\;i:atioKS , elle tic::: a une théorie très -délicate, 
fondée sur rauaSse indctctmliiêt: « et dont il faut voir k 
deve!opp^'n\v ::t dii^s rouira ^e môme de Gauis, oa dtf» 
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sai sur la théorie des nombres , deuxième édition. On y 
rouvera la démonstration complète de ce théorème très- 
eau et très-général : 
« Si le nombre n est premier , et que /t -» i résulte du 

yroduit des facteurs premiers a* 3 5 , etc. la division 
du cercle en n parties égales pourra toujours se réduire 
à la résolution de a équations du deuxième degré , g du 
troisième , y du cinquième , et ainsi de suite ». 



FIN. 
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a ' %a ^a^ 

Donc en réduisant de nouTeau à Taidc de la formÉ 

€ 4-^ ='^ cos mCy on aura 

b b* b^ 

L c=ha côs C cos^C — - — -cos 3 C— clc 

a lia* Za 

série non moins élégante que celle qui donne la valeur à 
B ; il faudra multiplier ses différents termes par le motà 
0.4342944S 9 si on veut que les logarithmes soient ceazdo 
tables ordinaires. ^ 



%, III. Résolution du troisième cas des triangles sphênp^^ 

par la voie des séries. 

Cil. On a fait voir dans le paragraphe précédent ({tf k 

valeur de x tirée de l'équation tan§ r= tan§\^y 

ni'—n 



\- 



n . ^ n* , ^ n^ 



:peut s'exprimer par cette série 

œ=^C-h — sinC-i — —^ sin 2 C + :r^sin 3 C+clc 
m 1 m o m 

Or dans un triangle sphérique où Ton connaît les detf 
côtés a et ^ et l'angle compris G , on a par les analogies^ 
^tsxxrt Néper *. 

cot = -—- — - tang-ii: 

2 sin\^\a — \o) 

sin-^ a cos^ b -\- cos^ a sin\ b , ^ 

= ^ L__-L 1 —îanS'-Z 

sin^acos^b — cos^asm^b 

_A + B_ ^^^(t^ + t^) >^ 

cot =: ~ -—r tang-i C 

2 cos(^\a — ^b) 

cos\acos^b — sin^asin^b 

= — i TTT; — ^~i — :~rT ^^^^ ^ 

cos~acosjO-\-sin-^astn^o 

Donc , en vertu de la formi^e préiîédente et supposa* 
toujours b>ay on aura 
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